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内 容 提 要 
本 书 通过 50 个 生活 话题 展现 了 数学 知识 和 思维 方法 。 作 者 在 各 个 学 科 、 日 
常生 活 和 时 事 新 闻 中 寻找 数学 的 身影 , 从 简单 的 问题 中 提炼 出 代数 、 几何 、 图 论 、 
数论 的 知识 ， 以 生动 而 清晰 的 方式 讲述 了 数学 故事 ， 揭 示 了 生活 中 无 处 不 在 的 
数学 原理 和 意 想 不 到 的 趣 题 ， 告 诉 大 家 如 何 通 过 数学 理解 、 解 决 一 些 日 常 现实 
问题 。 本 书 适合 喜爱 数学 和 科学 知识 的 各 年 龄 层 读者 阅读 。 
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拥有 科学 的 思想 已 是 向 前 迈 了 一 步 。 关 于 “成 就 ”的 记忆 会 
告诉 我 们 ， 有 些 事情 是 可 能 的 ;如果 有 成 功 的 希望 ,勇气 还 会 让 
我 们 加 们 努力 。 


De 


一 一 苏 菲 :. 姬 


致 我 的 儿子 们 ， 萨 尔 瓦 多 和 本 图 拉 。 


每 当 我 看 着 他 人们， 思考 我 有 多 爱 他 们 时 ， 我 就 会 明白 什么 是 
无 限 。 


数 子 ， 我 的 爱 


ie 我 喜欢 当 个 女 数学 家 。 我 知道 ， 有 些 人 可 能 看 不 
出 这 有 什么 意思 ， 并 且 觉 得 写 下 这 些 话 的 人 是 一 个 少见 的 不 合群 
的 家 伙 ， 天 生 就 会 心算 ， 眼 睛 骨 碌 一 转 就 能 激活 神经 元 ， 启 动 代数 算 
法 。 不 不 ， 我 根本 不 是 这 样 。 好 吧 ， 我 不 知道 我 是 不 是 个 罕见 的 家 伙 ， 
我 觉得 自己 相对 正常 , 非常 “ 正 态 ”?。 对 不 起 , 我 忍 不 住 开 了 个 数学 玩 
笑 ， 但 这 些 文字 简直 是 拦 也 拦 不 住 。 
































经 第 有 人 问 我 为 什么 选择 学 习 数 和 学。 是 有 某 位 老师 给 了 我 特别 的 局 
发 ? 或 者 我 是 个 计算 能 力 超 强 的 神 董 ? 还 是 我 一 二 都 想 要 当 数 学 家 ? 这 
些 问题 的 答案 部 是 否定 的 ， 当 我 还 是 个 孩子 的 时 候 ， 我 想 要 开 个 小 商店 
卖 按 扣 一 一 许 许 多 多 、 大 大 小 小 、 五 颜 六 色 的 按 扣 ， 因 为 那 时 的 我 喜欢 
把 它们 从 硬 纸 板 上 和 天 下 来 时 的 声音 。 要 人 么 卖 按 扣 ， 要 么 当 歌 手 一 一 西 班 
牙 民 衣 的 歌手 。 我 把 家 里 所 有 人 花 短 里 的 塑料 花 痢 戴 在 头发 上 ， 深 情 球 球 
地 唱 着 西班牙 民谣 ， 非 第 分 张 。 十 几 岁 时 ， 我 想 成 为 麦当娜 ， 这 是 我 的 
梦想 。 不 洱 的 是 (或 许 牌 运 的 是 )， 老 天 并 没有 给 我 多 少 首 乐天 分 ， 我 
不 得 不 选择 万 一 条 路 。 

















但 为 什么 是 数学 呢 ? 我 这 个 人 说 到 撒 就 是 懒 。 我 不 喜欢 背 别 人 随心 
所 欲 给 河流 、 动 物 或 植物 起 的 那些 名 字 。 相 比 之 下 ， 数 学 是 一 种 洲 戏 ， 
只 要 了 解 规 则 就 可 以 玩 了 。 效 学 需要 去 发 现 ! 这 一 后 激动 人 心 。 我 还 记 
得 第 一 次 解 出 线性 方程 (一 阶 线性 方程 ， 比 如 x+3=5) 的 时 候 ， 我 高 兴 
地 尖 叫 起 来 。 我 能 够 发 现 数学 的 秘密 ! 一 切 都 合乎 逻辑 ， 数 尝 就 是 它 应 
有 的 样子 ， 不 依赖 人 们 的 心血 来 滑 ， 它 是 ， 并 且 永 远 神 是 那样 子 。 数 学 
征 永恒 的 。 哪 人 国界 或 城市 的 名 字 会 改变 ， 但 是 7 将 永远 是 一 个 系数 ， 
而 这 就 是 它 强 大 和 精彩 之 处 。 


QD 在 统计 学 中 ， 正 态 分 布 是 为 自然 现象 建 模 最 常用 的 概率 分 布 之 一 ， 也 叫 作 高 斯 分 布 。 























红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 


因此 ， 当 我 选择 在 大 学 学 什么 的 时 候 ， 对 我 来 说 几乎 一 切 都 明明 
日 。 我 在 数学 和 哲学 之 间 犹 豫 不 次 了 几 个 月 ， 这 两 样 郡 很 吸引 我 ， 这 
两 样 都 让 我 思索 。 是 我 的 哲学 教授 安东尼 奥马 尔 塔 多 帮 我 做 了 决定 : 
“你 在 大 学 里 学 数学 ， 业 余 时 间 看 哲学 书 ， 人 总 得 有 人 饭 吃 。” 我 的 教授 不 
凶 言 中 ， 因 为 在 当时 〈 怖 怕 今天 也 是 )， 哲 学 是 一 门 没 太 多 职业 前 途 的 
学 科 。 而 且 ， 安 东 尼 奥 的 建议 是 我 这 奉子 得 到 的 最 好 的 建议 之 一 ， 不 仅 
征 因为 我 毕业 之 后 一 下 有 工作 ， 更 是 因为 数学 塑造 了 我 的 生活 ， 而 我 生 
活 得 不 错 。 数 学 在 过 去 和 现在 都 让 我 羊 福 。 

















我 在 西班牙 窒 维 利 亚 大 等 开始 学 习 数 学 ， 我 发 现 了 “数学 ”这 个 词 
的 真正 含义 。 我 狼 狂 地 爱 上 了 这 个 知识 分 文 ， 并 且 〈 并 非 胎 不 费力 地 ) 
完成 了 学 业 。 虽 说 数学 不 容易 ， 但 它 非 第 激动 人 心 ， 没 有 什么 比 这 更 令 
人 者 迷 了 。 学 业 结 束 后 ， 我 开始 在 阿尔 贝 托 马 元 斯 的 指导 下 攻读 计算 
几何 学 博士 学 位 。 是 的 ， 从 那 以 后 ， 我 把 我 的 心 和 所 有 的 爱 都 投入 到 了 
这 种 通过 数学 观察 生活 的 方式 。 











在 1995 年 11 月 阳光 灿烂 的 一 天 ， 我 开始 在 塞 维 利 亚 大 学 应 用 数 
学 系 任教 。 我 很 快 发 现 ， 做 人 研究 囊 来 的 满足 感 与 讲述 和 教授 你 所 发 现 的 
东西 完全 不 能 相提并论 。 十 多 年 里 ， 数 学 仅 限 于 在 大 学 课堂 和 大 会 报告 
中 。 随 着 孩子 们 的 出 生 ， 我 发 现 自 己 面 临 新 的 挑战 : 不 是 在 课 党 上， 而 
是 在 客厅 地 毯 上 讲授 这 一 切 。 


我 的 小 儿子 本 图 拉 当 时 6 岁 ， 问 我 工 恤衫 上 画 的 是 什么 。 








“妈妈 ， 这 是 果子 还 是 球门 ? ” 
“这 是 一 个 数 ， 本 图 拉 ， 它 叫 作 元 (pi)。?” 
他 尺 讶 又 怀疑 地 看 着 我 一 一 孩子 们 就 是 这 样子 ， 他 们 也 应 该 是 这 样子 。 


“这 是 个 3 和 4 之 间 的 数 。” 我 补充 道 。 


viii 


数学 ， 我 的 爱 


“妈妈 ，3 到 4 之 间 没 有 数 。3， 人 然后 就 是 4。” 





“ 嗯 …… 事 实 上 ，3 和 4 之 间 有 数 ， 有 无 穷 多 个 数 。” 


“妈妈 ， 无 穷 多 是 多 少 ? ”我 8 岁 的 大 儿子 也 加 入 了 讨论 。 





因为 我 从 来 和 都 天 不 人 地 不 但 ， 而 且 我 喜欢 他 们 的 问题 ， 所 以 我 试图 
编 一 个 故事 来 向 他 们 人 尽量 解释 这 些 概念 。 我 对 他 们 说 ， 数 用 于 测量 圆 
周 ， 如 东 没 有 它 ， 就 无 法 测量 圆周 长 。 说 到 无 穷 多 ， 这 是 一 个 只 存在 于 
我 们 脑海 里 的 东西 ， 不 管 数 多 入 也 达 不 到 。 总 而 言 之 ， 他 们 总 绪 出 了 两 
件 事 。 


“ 啊 ， 我 明白 了! 这 就 是 为 什么 比 联 饼 被 称 为 “pi-zza  ， 因 为 它们 
是 加 的 。” 


“无 穷 是 数学 家 为 了 让 自己 休息 一 下 发 明 出 来 的 。” 


这 是 我 的 科普 生涯 的 “大 爆炸 ”时 刻 。 在 拉 苞 儿 (本 书 的 插画 作 
者 ) 的 画笔 和 水 彩 的 帮助 下 ， 我 们 开 了 个 博客 “ 玛 带 和 她 的 数学 冒险 ” 
(Matiy sus mateaventuras )， 里 面 充满 了 数学 的 故事 ， 或 者 说 ， 伪 法 成 故 
事 的 数学 。 


我 们 的 博客 主要 面 问 家庭 ， 时 至 今日 ， 我 们 仍然 会 对 它 在 中 小 学 教 
师 之 中 的 受 欢 迎 程度 感到 惊讶 。 不 仅仅 是 教师 ， 还 有 本 来 自 认 为 不 哥 欢 
数学 的 人 也 与 信 告 诉 我 们 ， 说 数学 这 样 看 起 来 很 美 。 


数学 是 美的 ， 这 不 能 归功 于 我 们 ， 因 为 它 本 身 就 是 美的 。 我 们 所 做 
的 无 非 是 用 故事 把 数学 放 在 一 个 情景 中 。 即 使 在 今天 ， 许 多 人 仍然 将 数 
学 与 计算 ， 比 如 除法 或 开 方 联系 在 一 起 ， 但 这 不 是 数学 的 全 部 。 正 如 我 
所 说 的 ， 数 学 是 一 个 游戏 ， 一 个 精彩 而 强大 的 游戏 : 它 台 是 它 应 有 的 样 
子 。 数 学 是 摘 述 我 们 的 世界 的 语言 ， 是 一 种 既 合 乎 逻辑 又 优雅 的 推理 方 
式 ， 是 了 解 我 们 这 个 宇宙 的 途径 。 




















红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 


从 2011 年 5 月 14 日 起 , 我 将 自己 的 一 部 分 时 间 用 于 为 9 至 99 岁 的 
“孩子 ” 们 科普 。 我 知道 每 个 人 都 喜欢 数学 ， 但 有 些 人 自己 还 不 知道 。 





你 其 实 豆 欢 数学 一 这 就 是 本 书 想 要 证 明 的 。 如 采 你 已 经 知道 了 ， 
我 布 望 你 在 日 贡生 活 中 音 受 这 场 旅 途 ， 在 你 所 做 的 一 切 事 情 中 和 数学 相 
遇 ， 从 系 畦 带 到 你 最 满意 的 目 提 ， 从 拍卖 、 缝 幼 机 、 电 视 剧 《权力 的 洲 
戏 》 到 谷歌 搜索 引擎 …… 如 有 打 你 是 那些 目 认 为 不 喜欢 数学 的 人 之 一 ， 让 
我 来 说 服 你 : 你 所 做 的 一 切 都 充满 了 数学 ， 而 且 它 引人入胜 。 如 采 我 成 
功 地 说 服 了 你 ， 我 会 要 求 你 做 一 件 小 事 : 到 街 上 去 大 声 说 你 喜欢 数学 ， 
用 尽 全 力 。 不 华 的 是 ， 即 使 在 科技 无 处 不 在 的 21 世纪 ,还 有 有 人“ 手 里 
拿 看 手机 ) 在 唱 反 调 ， 坚 称 数 等 坚 无 用 人 处。 无 论 是 哪个 国家 ， 受 延 在 空 
气 中 的 这 种 情绪 都 会 阻碍 通 回 未 来 的 和 车轮 ， 因 为 未 来 是 用 数学 写 陨 的 。 
数学 家 爱德华 : 弗 伦 元 尔 有 一 句 话 ， 很 短 却 很 能 次 明 问 题 :“ 权 力 握 在 
一 小 批 精 瑞 手中 。 如 采 他 们 有 权力 ， 那 是 因为 他 们 慌 数 和 学， 而 你 却 不 
懂 。” 就 像 男 一 位 数学 家 塞 德 里 克 : 维 拉 尼 所 说 :“ 确 保 人 们 认识 和 理解 
数学， 应 该 成 为 国家 的 优先 事项 。” 


找 个 舒服 的 姿势 ， 放 松下 来 ， 随 我 们 踏 上 这 场 旅程 ， 一 起 巡视 你 的 
日 党 生活 吧 。 你 不 想 眶 在 阴暗 的 角 沙里， 对 吧 ? 愿 数学 与 你 同 在 ! 
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我 们 的 社交 网 络 环境 中 ， 一 个 人 绝 不 《或 几乎 不 ) 应 该 信任 那些 





十 看 似 主流 的 潮流 不 管 涉 及 什么 东西 。 除 了 它 的 许多 优点 和 应 
用 之 外 ， 社 交 网 络 还 具有 某 些 属性 ， 这 些 属性 可 能 会 诱 使 我 们 遭 到 欺 
骗 ， 或 违背 我 们 所 说 的 “直觉 ”。 


让 我 们 来 看 看 其 中 一 种 网 络 行为 吧 ， 比 如 “ 阳 生 人 ”: 有 一 个 出 名 
的 “友谊 分 论 ”， 它 确保 了 你 的 朋友 们 平均 拥有 的 朋友 比 你 更 多 。 虽 然 
这 看 一 看 有 点 上 自 相 也 盾 ， 但 只 要 稍 加 分 析 就 可 以 理解 为 什么 会 发 生 这 种 
情况 : 你 的 朋友 中 只 要 有 一 个 人 “非常 受 欢迎 ”就 足够 了 ， 他 的 朋友 非 
各 多， 导致 他 的 朋友 的 平均 朋友 数 也 大 幅 闫 升 ， 相 比较 而 言 ， 你 感 党 
己 是 个 毫 不 起 眼 的 可 怜 人 。 
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冷静 冷静 ， 不 要 有 压力 : 在 这 种 类 型 的 社会 实验 中 使 用 平均 值 既 不 
公平 也 不 客观 ， 这 就 像 用 同一 个 标准 〈 平 均值 ) 来 衡量 一 批 人 的 平均 工 
资 ， 而 这 批 人 里 面 有 欧洲 首富 一 一 时 装 品 牌 Zara 的 创始 人 阿曼 西 奥 . 奥 
尔 特 加 ， 还 有 几 个 拿 助 学 金 的 学 生 。 这 里 的 问题 就 在 于 不 加 思考 地 使 用 
平均 值 。 


社交 了 网络 还 有 一 个 被 称 为 “ 阳 生 人 ”的 行为 ， 即 多 数 错 党 。 美 国 南 
加 利 福 尼 亚 大 学 的 研究 人 员 最 近 对 它 做 了 研究 。 从 茶 种 意义 上 说 ， 正 如 
我 们 将 要 看 到 的 那样 ， 它 与 “友谊 导论 ”密切 相关 。 不 过 首先 还 是 让 我 
们 来 解释 一 下 。 
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1 小 心 ! 你 的 社交 网 络 主页 在 欺骗 你 ! 


简 而 言 之 ， 这 种 现象 导致 社会 环境 中 看 
似 出 现 了 一 种 奇怪 的 行为 。 为 了 说 明 这 种 现 
象 ， 南 加 利 福 尼 亚 大 学 的 元 里 斯 带 娜 ' 勒 受 
和 她 的 同事 用 一 个 只 有 14 个 用 户 的 社交 网 
络 ， 设 计 了 一 个 相当 禾 单 但 非常 能 够 说 明 问 
题 的 例子 。 在 左 图 中 ， 每 个 点 午 代 表 1 个 社 
区 网 络 用 户 ， 其 网 络 中 的 好 友 用 线 连 起 来 。 
在 所 有 这 些 朋 友 中 ， 只 有 3 个 被 涂 成 了 红色 。 








如 果 图 中 的 这 3 个 红色 的 顶点 表示 用 户 
有 茶 种 特定 行为 ， 那 么 说 它 是 网 络 中 的 惯例 
束 是 不 合 边 辑 的 ， 因 为 在 14 个 用 户 中 只 有 
3 个 用 户 有 这 种 行为 ， 不 到 总 人 数 的 22%。 
我 没 说 错 吧 ? 但 是 请 注意 ， 如 采 我 们 随便 找 
-个 日 色 用 户 ， 问 问 他 们 在 网 络 中 看 到 了 什 
么 ， 我 们 会 发 现 : 


石上 图 中 涂 成 蓝 色 的 用 户 观 察 到 他 的 朋友 100% 都 是 红色 的 ， 从 而 
推断 出 红色 才 是 正常 的 。 整 体 而 言 ， 如 果 我 们 询问 11 个 白色 用 户 中 的 
任何 一 个 ， 他 都 会 告诉 我 们 ， 其 社交 网 络 中 超过 50% 的 朋友 是 红色 的 。 
如 果 我 们 选择 男 一 个 蓝 色 顶点 (如 左 图 所 
示 )， 他 会 告诉 我 们 其 75% 的 朋友 是 红色 的 。 























也 就 是 说 ， 在 不 到 22% 的 用 户 是 红色 的 
情况 下 ， 超 过 78% 的 人 《14 个 用 户 中 的 11 
个 ) 会 告诉 我 们 ， 红 色 才 是 常态 。 这 就 是 勒 
受 和 她 的 同事 所 说 的 “多 数 错觉”。 比 如 ， 这 
就 可 以 解释 为 什么 〈 在 某 些 环境 中 ) 排外 、 





红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 


大 男子 主义 等 行为 被 视 为 正常 的 ， 因 为 网 络 

中 的 一 些 成 员 (不 到 总 人 数 的 22%) 就 是 这 / 
全 
CA 













样 的 人 。 但 这 总 是 会 发 生 吗 ? 也 就 是 说 ， 如 。 蛋 K A 
果 我 们 换 3 个 网 络 用 户 ， 把 它们 涂 成 红色 ， ]/ XNY 
还 会 是 这 样 吗 ? 答案 是 否定 的 ， 在 勒 曼 的 研 ”55 治 
究 中 ， 右 图 说 明了 这 一 点 。 4 


在 第 二 个 例子 中 ， 日 色 用 户 会 看 到 日 色 
才 是 第 态 ， 这 才 更 接近 现实 ， 也 就 是 说 这 种 多 数 错觉 没有 出 现 。 为 什么 
呢 ? 好 吧 ， 从 某 种 音义 上 讲 ， 这 是 出 于 和 友谊 迟 论 一 样 的 原因 ， 有 很 多 
朋友 或 “粉丝 ”的 用 户 会 造成 奇怪 的 效果 : 勒 受 的 第 一 个 例子 里 选 出 的 
3 个 红色 用 户 非 沼 受 欢迎 〔 称 为 “影响 者 ”)， 而 第 二 个 例子 则 不 是 。 

















这 种 现象 也 可 以 解释 为 什么 某 些 内 容 会 通过 网 络 炳 毒 式 传播 ， 而 
为 一 些 内 容 对 于 大 众 来 说 可 能 更 有 趣 、 更 有 意义 ， 却 默默 无 闻 地 消失 
了 。 只 要 第 一 类 内 容 是 有 许多 “粉丝 ”的 用 户 发 布 的 ， 束 足以 引发 多 
数 错 党 了 。 








同样 地 ， 就 像 我 们 前 面 资 过 的 ， 这 种 现 绷 可 以 导致 我 们 对 茶 些 测 流 
得 出 错误 的 结论， 或 将 远 非 常态 的 行为 视 作 正 角 的。 当然 ， 这 说 的 都 是 
不 好 的 方面 。 好 的 一 面 是 ， 找 到 联结 最 广 的 用 户 ， 我 们 就 可 以 传播 积极 
的 内 容 。 











因此 ， 不 要 总 是 相信 自己 社交 网 络 中 那些 “影响 者 ”的 话 。 而 如 果 
您 是 “影响 者 ”之 一 ， 请 负 起 责任 ， 不 要 传播 那些 可 能 对 社区 构成 危险 
的 信息 。 





2 ” 贝 济 埃 曲 线 : 圣 加 索 的 画 
作痛 后 有 什么 科学 ? 


如 果 你 想 知 道 答 案 ， 扶 稳 了 ， 答 案 是 曲线 ， 有 具体 来 说 ， 是 
贝 济 埃 曲线 (Beézier curve )。 
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上 蕊 加 索 、 汽 车 和 数学 有 什么 共同 点 ? 合理 的 答案 可 能 是 “根本 没 
一 | 一 有 ”。 然 而 ， 这 三 者 之 间 有 一 种 相当 奇特 的 关系 ， 可 以 套用 有 人 否 
认 毕 加 索 画 作 有 任何 优点 时 常 说 的 一 句 话 :“ 是 人 都 能 画 出 来 ， 连 小 孩 
子 都 能 .” 那 就 找 个 孩子 来 吧 ， 就 像 美 国电 影 演 员 格 劳 乔 马克 斯 说 的 
那样 。 


我 不 仅 要 在 这 里 反 静 这 种 无 知 ， 而 且 我 还 要 更 进一步 : 毕加索 的 一 
些 绘画 如 此 简单 ， 连 数学 家 部 能 夯 出 来 。 没 话说 了 吧 ! 事实 上 ， 这 位 西 
班 牙 马 拉 加 绘画 巨子 的 大 部 分 画作 仪 用 册 济 埃 曲线 就 可 以 重 现 ， 你 肯定 
看 到 和 使 用 过 这 个 数学 对 象 ， 即 使 你 并 没有 意识 到 。 


贝 济 埃 曲线 由 法 国 工程 师 皮 埃 尔 : 贝 济 埃 开 发 ， 他 曾 在 法 国 雪 铁 龙 
和 雷诺 公司 工作 。 在 20 世纪 60 年 代 早 期 ， 他 开发 了 这 一 工具 并 广泛 用 
于 汽车 零件 的 设计 ， 后 来 也 用 于 航空 业 。 今 天 ， 几 乎 所 有 与 图 形 有 天 的 
计算 机 程序 里 都 有 这 种 工具 。 














我 们 说 的 就 是 那个 画 曲 线 的 工具 ， 它 男 出 来 的 从 来 就 不 是 我 们 想 的 
那个 样子 。 好 吧 ， 起 始点 和 终止 点 还 行 ， 但 中 间 的 部 分 总 是 给 我 们 市 来 
“惊喜 >”， 有 时 甚至 让 人 发 峰 。 你 也 遇 上 过 吧 ? 我 们 现在 就 来 试 着 了 解 一 
下 这 一 工具 是 如 何 工 作 的 ， 以 及 贝 济 埃 曲线 是 怎么 男 出 来 的 ， 这 样 下 次 
驶 不 会 措手不及 。 











贝 济 埃 曲线 总 是 依照 3 个 或 3 个 以 上 的 点 ， 即 所 谓 的 “控制 点 ” 绘 
制 而 成 。 我 们 应 该 把 它们 想象 成 描述 一 个 物体 运动 的 路 径 ， 它 从 第 一 个 
点 走 到 最 后 一 个 点 ， 但 会 被 中 间 的 点 “吸引 1”。 


虽然 大 多 数 软件 中 使 用 的 是 4 个 控制 点 ， 但 我 认为 我 们 应 该 从 仅 
使 用 3 个 控制 点 的 曲线 开始 。 打 开 一 个 你 喜欢 的 绘图 软件 ， 选 择 〈 贝 济 
埃 ) 曲线 工具 ， 用 鼠标 单 击 一 个 点 ， 拖 动 到 另 一 个 点 并 放 开 ， 这 样 就 创 
建 了 第 二 个 控制 点 。 现 在 移动 到 第 三 个 点 ， 双 击 完成 曲线 绘制 。 我 们 的 
3 个 所 如 下 所 示 。 











2 ” 贝 济 埃 曲线 : 毕加索 的 画作 背后 有 什么 科学 ? 





但 出 乎 意料 的 是 ， 程 序 绘 制 了 如 下 的 曲线 。 


但 这 是 为 什么 呢 ? 为 了 理解 它 ， 我 们 像 下 面 这 样 : 用 一 条 线 把 最 左 
边 的 点 (红色 ) 连 到 中 间 的 点 〈 蓝 色 )， 再 连 到 最 后 一 个 点 (红色)。 
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现在 想象 一 个 浅 蓝 色 的 点 从 第 一 个 红 点 朝 着 中 间 点 移动 ， 同 时 男 一 
个 浅 蓝 色 的 点 从 蓝 点 出 发 朝 着 最 后 一 个 红 点 移动 。 当 然 这 两 个 浅 蓝 色 的 
点 移动 速度 不 一 样 ， 但 它们 会 调整 速度 ， 保 证 同时 到 达 目 的 地 。 


//— NN 


我 们 在 两 个 浅 蓝 色 的 点 之 间 绑 上 一 根 橡皮 筋 (之 所 以 绑 橡皮 筋 ， 是 
因为 两 点 间 的 距离 会 随 着 移动 而 变化 )， 橡 皮 筋 上 有 一 个 粉色 的 点 ， 访 
粉色 的 点 从 一 个 浅 蓝 色 的 点 移动 至 另 一 个 浅 蓝 色 的 点 ， 并 调整 速度 ， 与 
浅 蓝 色 的 点 同时 开始 和 完成 旅行 。 


/EN 


这 样 一 来 ， 如 果 我 们 描 出 粉色 的 点 走 过 的 路 线 ， 就 会 得 到 由 红 点 和 
蓝 点 定义 的 贝 济 埃 曲 线 。 








Co 


2 ” 贝 济 埃 曲线 : 毕加索 的 画作 背后 有 什么 科学 ? 


如 采 有 4 个 控制 点 怎么 办 ? 过程 还 是 类 似 的 :从 一 个 点 开始 ， 拖 到 
男 一 个 点 ， 再 到 下 一 个 点 创建 “手柄 (第 二 个 中 间 点 )， 直 到 最 后 一 个 
尽 。 这 4 个 扣 如 下 所 不 。 





@ 
@ 
了 @ 
结果 就 是 这 个 “ 突 脸 ”。 
@ 
@ 


这 是 怎么 得 到 的 呢 ? 还 是 通过 与 前 文 类 似 的 过 程 : 把 第 一 个 点 连 到 
| 再 到 第 三 处 扣 > 再 到 最 后 一 个 点 O 
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现在 有 3 个 浅 蓝 色 的 点 在 这 3 条 线段 上 移动 ， 它 们 同时 出 发 ， 同 时 
到 达 。 第 一 个 和 第 二 个 浅 蓝 色 的 点 之 间 有 一 条 橡皮 筋 ， 上 面 有 一 个 粉色 
的 点 在 移动 ; 第 二 个 和 第 三 个 浅 蓝 色 的 点 之 间 也 是 如 此 。 然 后 在 这 两 个 
粉色 的 点 之 间 绑 上 一 条 橡皮 筋 ， 上 面 有 一 个 蓝 色 的 方块 在 移动 ， 它 移动 
的 轨迹 就 是 曲线 。 


就 是 这 样 虹 。 哦 ， 还 不 全 是 ， 你 还 可 以 继续 添加 控制 点 ， 画 出 其 他 
非常 深沉 的 贝 济 埃 曲线 。 


如 果 下 次 你 在 计算 机 上 使 用 贝 济 埃 曲 线 ， 但 画 出 的 东西 不 如 预期 的 
话 ， 你 就 对 目 己 说 ， 毕 加 过 的 画 也 许 并 不 像 有 些 人 想象 的 那么 简单 。 
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”3 “ 卡 丽 申 ” 并 不 是 《权力 
. ”的 游戏 》 里 最 重要 的 人 


无 论 你 是 否 看 过 这 部 剧 (或 读 过 书 )， 我 相信 几乎 每 个 人 


. 都 听 说 过 电视 剧 《 权 力 的 游戏 》， 对 吧 ? 但 最 近 关 于 这 部 传奇 
| 的 数学 研究 发 现 ， 抛 开 表 象 ， 丹 妮 莉 丝 。 坦 格 利安 “ 卡 丽 申 ” 
并 不 是 主角 。. 





红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 


久 前 ， 美 国 数学 协会 的 《数学 视野 》(Math Horizons) 杂志 发 表 

了 一 篇 名 为 《权力 的 网 络 》(Network of Throne) 的 文 草 ， 作 者 是 

美国 明 尼 办 达州 玛 卡 羔 斯 特 学 院 的 教授 安德鲁 * 贝 弗 里 奇 和 毕业 生 单 杰 

音译 )。 在 这 篇 文章 中 ， 作 者 使 用 网 络 和 图 论 的 数学 技巧 ， 再 借助 一 点 
谷歌 的 算法 ， 试 图 确定 谁 是 《权力 的 游戏 》 的 真正 主角 。 


在 继续 解释 贝 弗 里 奇 和 单 杰 的 做 法 之 前 ， 我 得 承认 我 的 标题 念 大 
了 一 点 。 虽 然 丹 妮 莉 丝 . 坦 格 利安 在 这 篇 文章 里 确实 不 是 主角 ， 但 是 作 
者 的 数据 库 基于 乔治 .R. R. 马丁 的 第 三 本 书 《 冰 雨 的 风暴 》(4 Storm of 
Swords)， 我 们 的 “ 卡 丽 上 巾 ” 还 没有 完全 受 冷落 。 


现在 让 我 们 看 看 他 们 是 怎么 做 的 。 作 者 构建 了 一 张 图 ， 其 中 包含 
剧 中 的 人 物 及 其 之 间 的 关系 。 图 可 以 被 理解 为 一 组 点 〈 我 们 称 之 为 “ 顶 
点 ”)” 和 将 其 中 一 些 点 两 两 连接 起 来 的 线 〈 我 们 称 之 为 “ 边 ”)。 大 家 对 
一 个 简单 的 图 的 例子 很 熟悉 ， 比 如 Facebook: 顶点 就 是 这 个 社交 网 络 的 
用 户 ， 如 来 两 个 人 是 网 络 中 的 好 友 ， 则 用 边 连接 起 来 。 在 本 书 的 第 1 章 
中 ， 我 们 已 经 使 用 了 一 些 图 来 解释 “多 数 错觉 ”。 





























让 我 们 回 到 《权力 的 游戏 》。 在 贝 弗 里 奇 和 单 杰 的 图 中 ， 顶 点 是 出 
现在 书 中 的 所 有 人 物 : 每 个 点 代表 一 个 人 ， 总 共有 107 个 项 点 或 人 物 。 
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3 “ 卡 丽 照 ” 并 不 是 《权力 的 游戏 》 里 最 重要 的 人 


如 有 果 (1) 二 人 之 间 有 血缘 或 友好 关系 ，(2) 二 人 被 一 起 提 及 ， 或 (3) 二 人 
的 名 字 在 文本 中 出 现时 的 距离 不 超过 15 个 单词 ， 就 把 这 些 点 用 边 连 接 
起 来 。 这 就 是 明尼苏达 数据 的 重要 性 所 在 ， 你 得 无 聊 到 去 做 这 种 事情 。 
开 个 玩笑 啦 。 


根据 这 三 个 规则 ， 作 者 在 点 之 间 建 立 了 353 个 连接 ( 边 )。 具 体 来 
说 ， 每 个 连接 都 被 分 配 了 一 个 指标 : 权重 取决 于 人 物 一 起 出 现 的 次 数 、 
天 系 的 亲 芍 …… 我 们 可 以 将 这 个 权重 解释 为 一 些 边 〈“ 连 接 顶 点 的 线 ) 比 
其 他 边 更 粗 ， 因 为 它们 在 文本 中 出 现 得 更 频 绽 。 


余 了 边 的 粗细 或 权重 之 外 ， 顶 点 及 其 标签 也 根据 其 重要 性 而 大 小 不 
同 。 为 了 定义 顶点 大 小 ， 作 者 使 用 了 PageRank 算法 一 一 谷歌 按 重 要 性 
为 页 面 排序 的 算法 。 是 的 ， 就 是 我 们 在 线性 代数 里 面 学 过 的 那些 特征 向 
量 。 顶 点 标签 的 大 小 则 基于 另 一 个 度量 指标 一 一 项 点 的 中 心 度 ， 根 据 与 
其 相连 的 顶点 数量 和 关系 的 权重 计算 得 出 。 根 据 这 些 规 则 ， 这 个 算法 给 
出 了 《 冰 雨 的 风景 》 的 人 际 关系 结构 图 (或 网 络 )。 














人 @ Tyrion 〈 提 利 昂 ) 

DJ Jon 〈 琼 恩 ) 

QQ Daenerys( 丹 妮 莉 丝 ) 
名 Robb 〈 罗 柏 ) 

《D Arya 〈 艾 莉 亚 ) 

和 人 Stannis 〈 史 坦 尼斯 ) 
J Bran 〈 布 兰 ) 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 





我 们 从 上 页 图 中 可 以 看 出 ， 作 者 用 来 构建 《权力 的 游戏 》 关 系 图 的 
算法 给 出 一 张 图 ， 其 中 的 项 点 聚集 成 7 个 社区 ， 或 连接 非常 又 密 的 于 网 
络 ( 在 上 页 图 中 ， 每 个 社区 的 项 点 各 以 不 同 的 闫 色 标 出 )， 刚 好 符合 该 
书 的 叙述 主线 。 


我 们 还 观察 到 ， 一 切 都 是 围绕 着 一 些 高 度 关联 的 人 组 织 起 来 的 ， 提 
利 晶 、 琼 罗 、 罗 柏 、 丹 妮 莉 丝 …… 

















我 们 几乎 在 任何 真实 的 社交 网 络 中 都 可 以 观察 到 类 似 的 情况 《〈 社 区 
分 组 和 几 个 顶点 的 巨大 影响 )。 事 实 上 ， 正 如 我 们 在 第 1 章 所 看 到 的 那 
样 ， 正 是 这 些 连 接 紧 密 的 角色 市 来 了 多 数 错觉。 





那么 ， 根 据 贝 弗 里 奇 和 单 杰 的 算法 ， 真 正 的 主角 是 提 利 郧 。 接 下 来 
是 珠 因 * 雪 话 ， 因 为 他 在 网 络 中 占据 了 一 个 独特 的 位 置 ， 既 可 以 与 吐 族 
领主 联系 起 来 ， 也 可 以 与 守夜 人 和 紫外 野人 联系 起 来 。 之 后 是 珊 沙 ' 史 
塔 克 ， 因 为 她 有 成 为 女 继 承 人 的 海 力 ， 却 在 权力 族 戏 中 扮演 一 个 小 芋 。 


正如 我 们 所 说 过 的 ， 丹 妮 莉 丝 * 坦 格 利安 并 没有 那么 重要 ， 不 过 这 
是 因为 我 们 用 的 是 第 三 本 书 ， 不 要 紧张 。 事实 上 ， 我 避 励 你 为 后 续 几 本 
书 做 这 张 图 ， 你 会 看 到 “ 卡 丽 巾 ” 的 顶点 如 你 所 愿 变 得 更 大 。 好 吧 ， 最 
后 ， 要 在 电视 剧 和 这 些 工 作 之 间 选 的 话 ， 我 还 是 由 着 剧 迷 们 说 服 我 去 看 
这 部 电视 剧 吧 。 
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4 系 鞋 市 中 的 数学 


数学 家 就 是 系 个 鞋 带 也 能 提出 问题 的 那 种 人 。 有 具体 来 
说 ， 是 关于 如 何 系 鞋 市 。 有 多 少 种 不 同 的 系 法 ? 哪 种 系 法 效率 


取 丙 ? 








Xe 《 目 然 》 杂 志 可 能 没什么 又 要 的 。 
但 对 于 像 我 这 样 的 人 来 说 ， 在 这 本 杂志 上 发 表 文 草 可 以 保证 获得 很 
高 的 声望 〈 必 要 时 还 会 获得 一 些 可 以 继续 推动 学 术 生 涯 的 加 分 项 )。 








红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 











但 是 数学 家 有 一 个 问题 : 这 个 学 科 的 文章 被 其 编辑 委员 会 接受 的 数 
量 少 之 又 少 ， 所 以 ， 实 际 上 我 们 几乎 从 来 不 会 把 文章 发 给 《 目 然 》。 例 
如 ， 在 全 世界 媒体 上 影响 最 大 的 两 个 数学 结 末 一 安德鲁 . 怀 尔 斯 证 明 
究 马 大 定理 ， 格 里 戈 里 ' 佩 雷 尔 曼 证 明 庞 加 茉 猜想 都 只 在 数学 论坛 上 展 
大 过 。 


实际 上 ， 这 对 佩 雷 尔 受 来 说 简直 是 一 种 郑 导 〈 我 本 来 想 说 有 人 给 了 
他 两 巴 等 ， 不 过 听 起 来 不 太 好 ) : 他 没有 在 任何 专业 杂志 上 发 表 完 整 的 证 
明 ， 而 只 是 在 互联 网 上 发 布 了 一 系列 论文 。 而 佩 雷 尔 受 则 继续 他 的 “ 表 
演 ”; 他 放弃 了 授予 数 学 家 的 最 重要 的 奖项 一 一 非 尔 兹 奖 ， 以 及 美国 克 雷 
数学 研究 所 为 解决 干 祝 年 大 奖 难题 之 一 而 颁发 的 100 万 美元 。 束 这 样 了 。 


我 们 说 回 《 上 日 然 》 歼 志 。 我 前 面 说 ， 发 表 在 《 目 然 》 上 的 数学 论 
文 非 第 少 ， 其 中 大 多 数 数学 论文 还 是 跟 学 科 人 研究 ， 与 微分 方程 组 的 数值 
解 有 天。 这 些 文章 通 币 也 会 对 其 他 学 科 分 文 产生 次 远 影 响 ， 例 如 物理 
或 菜 些 工程 学 科 。 正 因为 如 此 ， 澳 大 利 亚 英 纳什 大 等 的 教授 博 卡 德 : 小 
斯 特 于 2002 年 在 《 目 然 》 上 成 功 发 表 了 一 篇 文章， 这 束 非 第 令 人 慰 讶 
了 …… 这 篇 文章 的 主题 是 关于 系 鞋 市 的 数学 ! 





























在 这 篇 文章 中 ， 作 者 论述 了 3 个 对 人 类 来 说 绝对 超 验 的 问题 : 有 多 
少 种 不 同 的 方式 将 绳子 穿 过 鞋子 的 孔 眼 ”最 少 需 要 多 长 的 绳子 ? 哪 种 系 
法 最 牢固 ? 第 一 个 问题 的 答案 是 : 很 多 。 如 果 有 12 个 孔 眼 ， 我 们 可 以 从 
其 中 任何 一 个 孔 眼 开始 ， 穿 过 另 一 个 ， 以 此 类 推 ， 直 到 最 后 一 个 ， 那 就 
是 12! = 479 001 600 种 ( 港 清 : 12! 可 不 是 “大 喊 12”， 而 是 12 的 阶乘 ， 
即 12!=12X11X10X9x8Xx7X6X5XxX4X3X2x1)。 此 外 ， 这 些 穿 法 的 
每 一 步 都 有 上 下 两 个 方向 ， 所 以 总 共有 1 961 990 553 600 种 穿 法 。 


当然 ， 其 中 大 多 数 穿 法 很 充 姿 ， 光 徘 这 么 人 简单 的 分 析 是 没 法 在 《日 
然 》 上 发 表 文 草 的 。 波 斯 特 提出 了 一 些 逻 辑 上 的 限制 :必须 在 同一 端 开 
始 和 结束 ， 每 个 鞋 市 孔 午 必须 起 到 收 双 鞋子 的 作用 ， 并 且 在 茶 些 标准 下 
整体 上 看 起 来 是 美观 的 。 
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4 系 鞋 市 中 的 数学 


这 样 一 来 ， 得 出 一 个 公式 就 要 复杂 得 多 ， 但 波斯 特 得 出 了 这 个 公 
式 ， 对 于 一 只 鞋子 ， 有 43 200 种 “合理 ”的 系 法 。 





那么 ， 在 这 43 200 种 系 法 中 ， 哪 种 方法 需要 的 畦 市 最 短 呢 ? 这 是 
-个 更 复杂 的 问题 ， 因 为 我 们 不 能 起 记 ， 其 中 一 个 条 件 是 每 个 鞋 市 筷 都 
要 起 到 固定 鞋子 的 作用 。 在 使 用 了 各 种 组 合 数学 方法 之 后 ， 作 者 再 次 得 
出 结论 : 从 让 圣 市 最 短 这 个 意义 上 来 说 ， 所 谓 的 “蝴蝶 结 ” 系 法 (C) 


是 最 高 效 的 。 














还 有 一 个 问题 ， 即 哪 种 系 法 最 牢固 。 要 解决 它 ， 就 必须 定义 恰当 的 方 
程 来 为 这 一 现象 建 模 ， 来 研究 最 传统 的 两 种 系 法 : 交叉 (A) 和 直线 (B)。 


A B C 


在 上 图 中 ，A 和 B 是 最 常见 的 系 鞋 市 万 法 ， 它 们 也 是 最 牢固 的 。 
C 是 使 用 鞋 市 长 度 最 短 的 做 法 之 一 











首先 用 鞋 带 的 两 端 打 一 个 结 ， 然 后 青 顺 着 第 一 个 结 的 方向 打出 两 个 环 。 
这 是 一 个 习俗 和 惯用 手 的 问题 。 





好 吧 ， 如 采 第 二 个 结 ， 即 拉 出 环 的 绪 与 第 一 个 结 的 方向 相反 ， 那 
么 这 个 鞋 市 就 没 人 能 解 开 了 。 但 不 要 起 记分 委 奶奶 给 我 们 打 三 重 结 市 
来 的 安全 性 ， 这 样 踊 到 鞋 市 时 就 不 会 控 倒 了 。 澳 大 利 亚 数 学 家 没有 考 
虑 这 一 扩 。 
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5 ”如何 让 沙发 穿 过 走廊 





ai 正 是 万 象 更 新 和 立 下 宏伟 目标 的 好 时 候 。 有 些 人 决定 报 
示 名 健身 房 ， 更 多 的 人 报名 英 霹 诗 ， 还 有 小 部 分 人 ， 了 日 过 后 口袋 
里 还 剩 了 点 钱 ， 准 备 更 换 家 里 的 家 具 。 这 三 个 目标 都 不 简单 ， 但 既然 我 
们 讨论 的 是 数学 ， 那 就 不 管 瑞 也 和 健身 房 了 一 一 人 尽管 我 们 最 后 很 有 可 能 
还 是 出 了 一 和 映 计 。 


我 们 面临 春 一 个 不 太 困 难 的 挑 成 : 假设 我 们 想 要 沪 春 走廊 搬 动 一 件 
家 具 ， 它 最 大 可 以 有 多 大 ? 是 的 ， 虽 然 这 听 起 来 有 点 出 乎 意料 ， 但 这 确 
实 是 一 个 数学 家 们 也 在 思考 的 问题 ， 特 别 是 因为 它 应 用 于 机 带 人 领域 ， 
而 且 慰 品 不 止 一 个 。 那 么 我 们 现在 就 来 看 看 沙发 的 问题 。 





为 了 人 简化 问题 ， 而 且 由 于 我 们 假设 机 硕 人 在 地 面 上 移动 ， 我 们 只 需 
考虑 二 维 的 情况 : 走廊 是 两 条 直线 之 间 的 地 面 ， 我 们 想 知道 它 是 否 可 以 
容纳 某 个 平面 区 域 ( 代 表 沙 发 )。 如 果 走 亡 是 直 的 ， 那 么 人 们 在 三 十 多 
年 前 就 知道 答案 了 ， 我 在 这 里 就 不 详 述 了 。 但 如 有 果 有 人 想 要 深究 ， 我 就 
在 这 里 给 出 一 些 关 键 词 : 只 要 按 如 下 方式 计算 家 具 的 宽度 。 在 下 图 中 ， 
蓝 色 的 是 走廊 ， 红 色 的 是 沙发 : 由 于 其 大 胆 的 设计 ， 你 可 以 把 它 叫 作 
“上 毕 达 高 斯 区 拉 板 ”(Pythagausseulerd6ska) 沙发 。 








对 于 这 个 二 维 的 例子 ， 要 找到 管 宁 需要 两 个 基本 步 妊 。 第 一 步 ， 
我 们 计算 出 家 具 的 凸 包 络 ， 把 空 的 地 方 填 满 ， 如 下 页 图 所 示 。 直 观 地 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 


说 ， 你 可 以 把 它 想 象 成 用 一 根 松 紧 市 环绕 整个 沙发 ， 上 是 包 络 就 是 松紧 


审 的 形状 。 


接 下 来 ， 我 们 计算 包围 该 图 形 (沙发 的 凸 包 络 ) 的 两 条 最 接近 的 平 
行 线 之 间 的 距离 。 这 只 和 需要 计算 每 条 边 〈 松 紧 带 ) 与 距离 这 条 边 最 远 的 
顶点 之 间 的 距离 ， 也 可 以 考虑 使 用 类 似 于 管道 工 测量 管道 内 径 的 技术 。 


至 


如 果 这 两 条 平行 线 之 间 的 距离 小 于 走廊 的 宽度 ， 那 么 家 具 就 可 以 通 
过 ， 否 则 不 行 。 在 这 种 情况 下 要 怎么 办 呢 ? 这 个 问题 我 还 是 留 给 搬运 工 
吧 。 当 然 ， 如 采 走 廊 不 直 的 话 ， 情 况 就 更 复 琳 了。1996 年 ， 数 学 家 利 
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5 如何 让 沙发 穿 过 走廊 


奥 ' 真 赛 研究 了 可 以 通过 1 米 宽 “ 工 ” 形 走廊 的 家 具 的 最 大 面积 。 


如 果 你 稍微 思考 一 下 的 话 ， 你 可 能 就 会 怀疑 或 认为 答案 是 半径 为 1 
米 的 半圆 ， 它 在 这 种 情况 下 可 以 旋转 ， 是 我 们 可 以 搬运 的 面积 最 大 的 物 
体 ， 顺 便 说 一 下 ， 其 面积 是 w2 = 1.570796 平方 米 。 但 这 个 答案 不 对 。 
英国 数学 家 约 验 ' 喻 默 斯 利 (顺便 说 一 句 ， 他 是 渗流 理论 专家 ) 发 现 了 
一 个 面积 更 大 的 “沙发 ” 也 能 通过 那 条 走廊 。 


哈 黑 斯 利 的 “沙发 ” 束 像 个 老式 电话 听筒 ， 由 圆 弧 和 下 线段 组 成 ， 
面积 为 W2 + 2/r 人 X22.2074 平方 米 ， 大 于 我 们 之 前 说 过 的 半径 为 1 米 的 半 
圆 的 面积 。 然 而 这 还 不 是 可 以 沿 着 走廊 搬运 的 最 大 物体 。1992 年 ， 美 国 
人 约瑟夫 ' 工 . 戈 维尔 设计 了 一 个 比 之 前 更 复杂 的 变 体 ， 其 面积 也 更 大 。 


区 维尔 的 “沙发 ”里 没有 圆 踊 ， 但 有 更 复杂 的 曲线 《“ 仍 有 线段 )， 
其 面积 为 2.219531669 平方 米 ， 这 是 迄今 为 止 的 最 高 纪录 。 在 那 之 后 ， 
还 没有 人 能 够 证 明 这 是 面积 最 大 的 沙发 ， 或 找到 妨 一 个 更 大 的 沙发 。 

很 有 意思 ， 你 不 觉得 吗 ? 当然 ， 北 欧 冢 具 制 造 商 很 快 束 让 这 些 精 
彩 的 乔 力 挑战 脆 然 失色 ， 它 们 把 沙发 滩 在 鞋 使 大 小 的 盒子 里 售卖 。 太 
可 展 了 了 ! 





XVI| XVIll | 
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到 年 末 家 话 肾 会 的 时 候 ， 我 们 都 要 耐心 地 听 某 个 亲 威 ， 比 方 说 姐 

夫 吧 ， 就 我 们 应 该 怎么 生活 给 出 他 的 绝妙 建议 大 礼包 。 就 像 我 妈 
说 的 ， 一 年 才 见 面 两 天 ， 听 听 人 家 讲话 而 且 态 度 好 一 点 会 掉 块 肉 吗 ? 但 
是 ， 姐 夫 的 这 种 群 好 实在 是 出 了 格 ， 他 不 在 网 上 找到 “xxxx 的 10 个 建 
议 ”， 这 一 天 驶 过 不 去 …… 








今天 我 要 提 个 建议 : 不 要 提 建 议 。 因 为 这 不 仅 会 计 他 人 厌烦 ， 而 且 
如 果 人 们 都 听从 相同 的 建议 ， 并 且 全 都 汇聚 成 一 种 个 人 形象 ， 那 么 无 论 
是 作为 人 类 还 是 作为 Twitter、Facebook、JInstagram、Flickr 等 各 种 社交 
软件 的 用 户 ， 都 不 会 进化 ， 我 们 不 会 有 所 改善 。 我 们 都 可 能 变 得 稍微 好 








22 








6 推荐 列表 毫 无 用 处 








一 些 ， 但 不 会 达到 最 高 水 平 ， 因 为 这 里 没有 能 产生 必要 的 突变 以 改善 物 








种 的 区 分 因素 。 嘿 ， 你 看 我 多 严肃 ， 多 深刻 ! 我 将 用 数学 来 解释 它 ， 因 
为 这 对 我 来 说 更 容易 。 至 少 我 要 试 一 下 。 


优化 问题 〈 找 到 成 本 、 收 益 、 时 间 等 目标 函数 的 最 优 解 ) 无 法 使 用 
经 典 方法 求解 ， 哪 介 利 用 计算 机 的 力量 也 不 行 。 其 中 最 典型 的 一 个 问题 
被 称 为 “旅行 商 问题 ”。 旅 行商 问题 非常 商 单 : 给 定 一 组 由 直路 连接 的 
城市 ， 设 计 一 条 最 短路 线 ， 从 茶 一 点 出 发 ， 经 过 所 有 城市 后 返回 起 点 。 
例如 ， 在 下 页 图 中 ， 就 是 要 设计 一 条 路 线 ， 从 小 房子 标记 的 点 开始 ， 经 
过 所 有 书店 并 返回 起 点 。 




















23 


红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 


300 


415 
加 德 纳 书店 欧 拉 书店 


317 






275 





哥 尼斯 堡 书店 
170 









330 
180 


190 
冯 洛 诺 伊 书店 高 斯 书店 


310 
299 








255 


埃 波 那 问 书店 
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希 尔 伯 特 书店 摄氏 书店 


第 一 种 方法 ， 有 人 可 能 会 想 ， 只 需 尝试 所 有 可 能 的 路 线 ， 交 换 到 访 
城市 的 顺序 ， 计 算 每 条 可 能 路 线 的 长 度 并 挑 出 最 短 的 路 线 就 可 以 了 。 挺 
有 道理 。 好 吧 。 还 有 一 点 细节 : 只 有 当 城市 数 极 少时 才能 这 样 求解 。 为 
了 对 此 有 个 概念 ， 我 来 解释 一 下 : 假如 有 100 个 城市 ， 可 能 的 路 线 数 就 
是 100! (100 的 阶乘 ， 感 叹 号 的 意思 不 是 尖 叫 )， 相 信 我 ，100! 是 一 个 
异常 庞大 的 数 ， 它 比 可 观察 宇宙 中 的 基本 粒子 数 还 要 大 得 多 。 因 此 ， 哪 
怕 有 计算 机 的 计算 能 力 ， 第 一 种 解决 方案 也 行 不 通 。 


当 我 们 即使 利用 计算 机 也 无 法 找到 最 优 解 时 ， 该 怎么 办 呢 ? 好 吧 ， 
那 就 只 好 退 而 求 其 次 ， 尽 可 能 找到 最 好 的 解 …… 为 此 ， 我 们 可 以 使 用 比 
如 所 谓 的 遗传 算法 : 这 种 算法 试图 模拟 大 卓然 创造 适应 环境 的 物种 的 进 
化 过 程 。 我 来 试 试用 旅行 商 问 题 的 例子 解释 它 。 























假设 有 6 个 城市 ， 我 们 分 别称 之 为 A、B、C、D、E、F。 我 们 试 
图 找到 这 些 字 母 的 最 佳 排 列 来 得 出 最 短 距离 《从 A 出 发 并 返回 A)。 构 
成 遗传 算法 的 元 素 如 下 。 
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。 初始 总 体 。 这 个 初始 总 体 包含 我 们 事先 确定 的 一 些 个 体 。 为 了 
获得 这 个 总 体 ， 我 们 只 需要 随机 找到 所 需 数量 的 排列 ， 然 后 在 
其 中 抽签 选择 几 个 就 行 了 。 假 设 在 我 们 的 例子 中 ， 初 始 总 体 是 6 
个 样本 ， 我 们 随机 构建 这 些 个 体 ， 得 到 了 : 





{ABEFDC, ABCEFD, AEBCFD, ACDBEF, AEFCDB, ADCBFE)} 








我 们 总 是 从 A 开始 ， 它 是 起 点 ， 也 是 我 们 最 后 要 回 到 的 终点 。 


。 评估 函数 。 这 是 衡量 我 们 随机 创建 的 总 体 中 的 元 素 有 多 好 的 标 
准 ， 它 为 每 个 元 素 分 配 一 个 衡量 其 能 力 好 坏 的 数 。 在 6 个 城市 
的 例子 中 ， 这 个 数 就 是 每 条 路 线 的 长 度 ， 也 就 是 把 每 个 排列 的 
相 邻 元 素 之 间 的 距离 加 起 来 : 例如 ， 对 于 ABEFDC， 我 们 测量 
从 A 到 B 的 距离 ， 加 上 从 B 到 EE 的 距离 ， 再 加 上 从 E 到 F、 从 
F 到 D、 从 DD 到 C、 从 C 到 A 的 距离 。 

















在 这 个 例子 里 ， 总 长 度 越 小 ， 能 力 就 越 高 ， 因 为 我 们 要 寻找 走 过 的 
总 距离 最 小 的 解 。 


。 通过 洒 交 选择 的 过 程 。 在 初始 总 体 中 的 个 体 之 间 抽 签 并 配对 灯 
交 ， 给 能 力 高 的 个 体 更 多 的 票数 ， 也 就 是 说 ， 能 力 最 高 的 个 体 
有 最 大 的 机 会 来 与 其 他 个 体 杂 交 。 现 实生 活 中 也 是 这 样 。 在 6 
个 个 体 的 例子 中 ， 我 们 将 选择 3 对 (如果 某 个 个 体 的 能 力 真 的 
非常 高 的 话 ， 那 我 们 可 以 让 它 同时 参与 几 对 )。 比 如 ， 如 果 选 择 
了 ABCEFD 和 ACDBEF 这 一 对 ， 那 就 让 它们 杂交 来 得 到 下 一 
个 总 体 中 的 新 个 体 。 


厅 交 的 方法 有 几 种 ， 我 讲 一 种 简单 的 ， 再 抽 一 次 签 ， 选 择 一 个 2 与 
4 之 间 的 数 ， 也 就 是 3。 这 意味 着 ABCEFD 与 ACDBEF 杂交 会 得 到 两 
个 子 代 。 关 于 第 一 个 子 代 ， 我 们 选择 ABCEFD 的 前 3 个 城市 一 一 ABC， 
而 C 之 后 的 城市 则 亲 循 它们 出 现在 男 一 个 亲 代 ACDBEF 中 的 顺序 : C 
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之 后 是 D， 然 后 是 B， 但 是 因为 B 已 经 出 现 过 了 ， 所 以 我 们 跳 过 它 去 
E， 最 后 是 F。 因 此 ， 第 一 个 子 代 将 是 ABCDEF。 现 在 我 们 从 ACDBEF 
出 发 ， 并 重复 同样 的 步 又， 我 们 得 到 了 第 二 个 子 代 : ACDBEF (有 趣 的 
是 ， 它 和 它 的 亲 代 一 样 ， 但 我 们 不 用 担心 它 )。 








通过 这 个 程序 ， 我 们 随机 选择 的 3 对 个 体 都 会 各 自得 到 2 个 子 代 ， 
也 就 是 说 ， 我 们 得 到 了 6 个 新 的 个 体 ， 如 果 想 优化 结果 ， 可 以 重复 这 个 
过 程 。 但 注意 ! 有 一 个 非 篆 重要 的 细节 ， 这 里 要 有 一 个 必 不 可 少 的 因素 


介入 。 没 有 它 ， 这 个 方法 就 行 不 通 ; 没有 它 ， 大 卓然 束 不 会 狭 得 最 能 适 
应 环境 的 个 体 一 一 突变 。 








突变 并 不 第 发 生 ， 而 且 大 多 数 都 是 退行 性 的 : 一 般 来 说 ， 突 变 会 
审 来 更 糟糕 的 个 体 ， 但 在 非常 罕见 的 情况 下 ， 它 会 产生 适应 性 更 好 的 个 
体 。 如 果 没 有 突变 ， 达 尔 文 的 进化 过 程 就 之 无 意义 。 所 以 ， 我 们 要 做 的 
是， 一 旦 得 到 子 代 ， 就 再 进行 一 次 抽签 ， 但 是 产生 罕 变 的 可 能 性 非 篆 小 
《比如 于 分 之 全) 因此 在 1000 个 个 体 中 ， 大 约 上 只 有 1 个 突变 s 假 变 
我 们 在 之 前 的 ABCDEF 过 程 中 获得 的 子 代 之 一 是 突变 体 ， 那 该 怎么 做 
呢 ? 再 抽 一 次 签 〈 我 们 已 经 抽 过 好 几 次 了 )， 得 到 2 到 6 之 间 的 两 个 数 ， 
例如 3 和 5， 然后 交换 出 现在 第 三 位 和 第 五 位 的 城市 以 获得 ABEDCF。 
现在 再 来 衡量 一 下 新 总 体 的 能 力 ， 如 果 我 们 感到 满意 驶 售 下来， 否则 重 


复 这 个 过 程 。 


























令 人 难以 置信 的 是 ， 这 种 类 型 的 算法 有 如 此 多 的 抽签 ， 做 出 如 此 
多 的 随机 决 扫 ， 却 只 需要 很 少 的 步 又 就 能 得 到 非常 好 的 解 。 事 实 上 ， 有 
一 个 数 竺 结论 能 保证 我 们 通过 这 种 方法 尽 可 能 接近 最 优 解 〈 了 于 代 越 多 越 
好 )。 它 还 证 明 ， 如 采 不 考虑 茶 些 元 系 ， 我 们 可 能 永远 不 会 搁 近 上 面 说 
的 这 个 解 ， 因 为 我 们 会 被 卡 在 所 谓 的 局 部 最 优 ， 无 法 达到 全 局 最 优 一 一 
而 这 才 是 我 们 想 要 的 。 
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全 局 最 优 1001 
50+ 
局 部 最 优 
-4 js 2 1 1 2 3 4 
Ss0- 
_100+ 








但 你 可 能 会 问 ， 这 一 切 与 使 用 社交 软件 的 推荐 列表 有 什么 关系 ? 如 
末 我 们 都 跟 春 推 存 列 表 走 ， 那 就 不 会 有 进化 的 过 程 : 我 们 停 沛 在 局 部 最 
优 ， 因 为 这 些 列表 中 只 有 彼此 相似 的 个 体 ， 从 而 消除 了 多 样 性 ， 而 这 对 
于 获得 更 好 的 元 系 是 必 不 可 少 的 。 从 某 种 音义 上 说 ,“ 混 血 ” 对 于 人 口 
的 改善 至 关 重 要 ， 而 严守 内 婚 制 的 群体 (如 许多 古代 王室 ) 往往 会 退化 
并 产生 有 缺陷 的 个 体 。 




















我 有 一 个 建议 : 多 和 别人 打交道 ! 如 果 你 做 了 在 其 他 人 眼中 非常 狗 
狂 的 事 ， 请 记 住 西班牙 建筑 师 高 过 所 说 的 :“ 我 的 想法 是 无 可 争议 的 人 逻 
辑 ， 唯 一 让 我 怀疑 的 就 是 从 没有 人 这 么 做 过 。” 所 以 ， 不 要 怀疑 了 。 
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如 今 这 个 时 代 ， 我 们 不 断 受到 统计 数据 的 各 炸 ， 相 信 我 ， 这 些 数 
据 并 非 总 能 得 到 正确 解释 。 有 些 数据 对 我 们 影响 更 大 ， 例 如 与 失 
业 相 关 的 数字 ; 有 些 则 影响 不 那么 大 ， 比 如 某 个 球 队 的 持 球 时 间 。 


好 ， 我 知道 对 有 些 人 来 说 ， 前 面 例子 里 面 的 优先 级 应 该 调换 一 下 ， 
他 们 甚至 在 主办 国 寻求 经 济 救援 的 同一 天 跑 去 看 足球 比赛 。 这 世界 上 什 
么 人 都 有 啊 。 


但 我 又 不 怀疑 ， 如 果 统 计数 据 关 于 刚刚 做 过 的 一 项 医学 检查 ， 看 
看 我 们 是 否 患 上 了 致命 的 疾病 ， 那 么 我 们 马上 就 会 紧张 起 来 。 正 因为 如 
此 ， 再 加 上 我 们 都 会 收 到 分 析 绪 果 ， 了 解 如 何 严 说 地 解释 它们 ， 并 采取 
理智 的 行动 还 是 有 好 处 的 。 


想象 一 下 ， 你 做 了 一 个 检查 看 看 是 否 得 了 有 茶 种 不 治之 症 ， 这 种 病 会 
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导致 快速 而 非常 痛 吉 的 死亡 。 假 设 检查 绪 来 是 阳性 的 。 在 这 种 情况 下 ， 
如 采 不 知 近 检查 的 可 憩 性 和 在 人 群 中 发 病 的 概率 ， 有 些 人 就 会 做 出 对 目 
己 和 家 人 非常 有 害 的 俩 激 决定 一 毕竟 也 没什么 好 顾忌 的 了 。 但 是 ， 如 
末 他 们 没有 得 病 呢 ? 


是 的 ， 他 们 可 能 没有 得 病 。 如 果 测 试 结果 呈 阳 性 ， 那 么 患 上 这 种 
恶 疾 的 概率 是 多 少 ? 显然 ， 这 要 看 情况 。 看 什么 情况 ?我 刚刚 说 过 ， 要 
看 这 种 疾病 在 人 群 中 发 病 的 概率 和 检查 的 可 靠 性 。 举 个 例子 来 说 ， 让 我 
们 假设 这 种 病 只 影响 0.1%〔 千 分 之 一 ) 的 人 群 ， 并 且 已 经 对 10 000 人 
(这 里 为 了 方便 计算 取 了 个 整数 ) 进行 了 测试 。 至 于 测试 的 可 靠 性 ， 假 
设 确实 患 病 ， 医 学 检查 能 在 80% 的 情况 下 正确 地 检测 到 它 ， 如 果 没 得 
病 ， 则 医学 检查 在 90% 的 情况 下 是 正确 的 。 这 样 的 话 ， 如 果 结 果 呈 阳 
性 ， 你 生病 的 概率 是 多 少 ? 有 人 回答 说 80%。 我 们 来 看 看 吧 。 








29 


红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 


如 果 疾 病 的 发 生 率 为 0.1%， 那 么 在 10 000 人 的 群体 中 ， 差 不 多 会 
有 10 人 生病 。 在 进行 检查 时 ， 这 将 给 出 8 个 确实 患 病 的 阳性 结果 〈 仅 
在 80% 的 患者 中 正确 检测 到 疾病 ) 和 999 个 误 报 。 这 999 个 误 报 来 自 
哪里 ”前面 说 过 ， 只 有 10 人 患 病 〈 因 为 发 病 率 为 0.1%)， 那 就 是 有 
9990 个 健康 的 人 。 由 于 检查 只 能 在 90% 的 情况 下 正确 检测 到 你 是 否 患 
病 ， 因 此 在 9990 例 中 会 产生 10% 假 阳 性 的 情况 ， 也 就 是 999 个 假 阳 性 


征 











总 之 ， 在 测试 的 10 000 人 中 ，1007 (8 + 999) 人 将 呈 阳 性 ， 但 其 
中 只 有 8 人 患 病 。 因 此 ， 如 果 测 试 结果 为 呈 阳 性 ， 那 么 在 这 种 条 件 下 你 
生病 的 概率 是 81007， 即 0.79%: 你 只 需 利 用 贝 叶 斯 定理 :……: 





好 吧 ， 在 你 做 傻 事 之 前 最 好 再 去 做 个 别 的 检查 。 要 把 上 月 己 的 茶 些 照 
片上 传 到 社交 网 络 上 ， 请 目 便 ， 我 无 权 干 涉 。 不 道德 的 事 与 照 片 无 天 ， 
道德 标准 和 所 有 重要 的 东西 一 样 ， 它 隐藏 在 内 心中 ， 不 为 人 知 。 
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8 混沌 和 气象 子 : 真 的 能 
:iu 预测 天 气 吗 ? 


人 
© @ 
e080% 
我 们 常常 把 气象 预报 员 的 错误 当 作 笑柄 ， 也 不 怎么 相信 他 
有 
和 (或 ) 物理 学 家 找到 预测 天 气 的 准确 公式 吗 ? 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 





人 间 我 什么 是 数 育 ， 我 通常 会 讲 约 输 : 艾 伦 : 保 罗斯 在 他 的 《 数 

育 》Cmnnumeracy) 一 书 中 提 到 的 第 一 个 轶 事 。 有 一 次 ， 他 与 几 
位 朋友 共 进 晚餐 ， 当 时 电视 上 的 气象 预报 员 告 知 周 六 下 雨 的 可 能 性 为 
50%， 周 日 下 雨 的 可 能 性 也 是 50%。 根 据 这 些 数据 ， 果 上 一 位 朋友 推断 
出 周末 下 雨 的 可 能 性 为 100%。 























用 概率 反 驶 这 个 论点 并 不 困难 ， 但 我 认为 最 简单 的 方法 就 是 使 用 相 
同 的 推理 来 计算 明天 每 个 小 时 下 十 的 概率 ， 如 下 表 所 未 。 


小 时 降水 概率 小 时 降水 概率 
00:00~01:00 10% 12:00~13:00 10% 
01:00~02:00 10% 13:00~14:00 10% 
02:00~03:00 10% 14:00~15:00 10% 
03:00~04:00 10% 15:00~16:00 10% 
04:00~05:00 10% 16:00~17:00 10% 
05:00~06:00 10% 17:00~18:00 10% 
06:00~07:00 10% 18:00~19:00 10% 
07:00~08:00 10% 19:00~20:00 10% 
08:00~09:00 10% 20:00~21:00 10% 
09:00~10:00 10% 21:00~22:00 10% 
10:00~11:00 10% 22:00~23:00 10% 
11:00~12:00 10% 23:00~00:00 10% 





要 是 按照 保罗 斯 的 朋友 的 推理 的 话 ， 明 天 下 雨 的 可 能 性 是 240%。 
没 话 讲 了 。 但 这 不 是 我 想 谈 的 内 容 ， 事 实 上 ， 当 我 讲 这 个 故事 的 时 候 ， 
人 们 经 常会 提出 这 个 问题 ， 而 且 我 们 已 经 嘲 突 了 把 概率 加 起 来 的 做 法 。 
“明天 下 雨 的 概率 是 50%” 是 什么 意思 ? 总 有 人 开 这 个 老 套 的 玩 突 ， 说 
概率 肯定 是 50%， 因 为 只 有 两 种 可 能 性 : 下 雨 或 不 下 雨 。 我 已 经 说 过 这 
是 个 老 笑 话 了。 我 们 继续 吧 。 




















如 果 下 雨 的 概率 是 S0%， 我 是 否 必 须 带 雨伞 ? 也 许 气象 学 家 同样 对 
天 和 气 会 怎么 样 一 无 所 知 ， 所 以 就 说 下 十 的 概率 是 S0% ? 这 50% 是 怎么 
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8 混沌 和 和 气象 学 : 真 的 能 预测 天 气 吗 ? 


计算 出 来 的 呢 ? 有 些 问 题 的 答案 很 简单， 而 有 些 答案 则 要 复杂 些 (有 些 
答 宁 更 复杂 ， 但 我 们 会 把 最 后 这 些 问 题 留 给 专家 )。 








让 我 们 看 看 那些 简单 的 答案 吧 :“ 明 天 下 十 的 概率 是 50%” 是 什么 
意思 ? 这 意味 者 ， 如 果 我 们 考 愿 几 个 天 气 预报 次 下 十 概率 为 50% 的 日 
子 ， 大 约 其 中 一 半 会 下 雨 。 我 需要 市 们 四 ?是 的 ， 不 过 稍微 淋 湿 点 也 没 
什么 大 不 了 的 。 气 象 学 家 是 对 未 来 的 天 气 一 无 所 知 才 说 50% 的 吗 ? 我 
不 这 么 认为 ， 虽 然 这 总 是 可 能 的 。 

















气象 学 家 是 怎么 算出 50% 的 ? 为 了 稍微 细致 一 点 地 回答 这 个 问题 ， 
我 们 必须 大 致 了 解 天 气 预 报 背后 的 原理 。 来 吧 。 事 实 上 ， 人 们 已 经 熟知 
与 气象 相关 的 数学 方程 式 : 流体 动力 学 方程 (也 与 一 级 方程 式 赛车 或 飞 
机 机 访 周 围 的 气流 相关 〉 和 热力 和 党 方程。 但 问题 在 于 ， 这 些 方 程 不 能 通 
过 确定 的 函数 来 求解 ， 克 3 像 没 有 求解 5 次 以 上 的 方程 的 公式 一 样 。 在 无 
法 精确 求解 方程 的 情况 下 ， 人 们 会 进行 数值 模拟 ， 给 出 精确 解 的 近似 
值 。 对 于 天 气 预报 ， 大 致 做 法 是 这 样 的 : 


。 首先， 将 地 球 或 一 个 区 域 划 分 成 小 的 单元 ; 

。 其 次 ， 为 每 个 单元 标记 特定 时 刻 的 气象 条 件 ; 

。 了 最 后 ， 应 用 这 些 方程 ， 根 据 在 相 邻 单元 格 中 测量 的 初始 数据 ， 
并 使 用 前 面 提 到 的 方程 式 ， 看 看 这 些 气 象 条 件 将 如 何 演变 。 


如 果 一 切 都 如 此 清楚 ， 为 什么 天 气 预 报 会 出 错 ? 好 吧 ， 因 为 这 些 方 
程式 我 们 说 过 它们 并 不 简单) 对 我 们 引入 的 初始 数据 非 肖 敏感 。 数 据 
的 一 点 点 微 小 变化 ， 怠 可 能 会 给 某 个 区 场 市 来 完全 相反 的 预测 。 这 就 是 
所 谓 的 蝴 电 效应: 亚 马 孙 地 区 的 一 只 蝴 几 扇 动 翅膀 ， 可 能 会 在 太平 详 上 
引起 台风 。 为 一 个 原因 是 ， 测 量 仪 帮 仅 能 达到 一 定 的 精度 水 平 〈 还 不 算 
可 能 出 现 的 其 他 错误 )， 用 于 执行 计算 的 初始 数据 不 可 能 完全 精确 。 





























因此 ， 为 了 减少 这 种 不 确定 性 ， 在 数值 模拟 时 通 第 会 让 数据 发 生 一 
些微 小 的 变化 ， 这 下 束 会 得 到 出 现在 电视 上 的 百分比 7: 如 东 用 未 些 初 


红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 





始 数 据 执行 100 次 模拟 ， 其 中 50 次 的 执行 结果 是 下 雨 ， 男 外 50 次 是 不 
下 两 的话 ， 他 们 就 会 宣布 下 十 的 概率 是 S0%。 你 看 ， 它 并 不 像 开 头 讲 的 
小 笑话 那么 简单 ， 要 推断 气候 的 混沌 行为 ， 背 后 需要 一 套 庞 大 的 数学 


淡 置 。 


当然 ， 一 位 朋友 告诉 我 ， 严 重 的 拇 幅 旱 肿 除了 残酷 制 挥 你 对 高 跟 鞋 
的 热情 外 ， 也 可 以 作为 降雨 的 可 菲 预 测 因 系 。 
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9 ”病毒 警报 ! 
为 什么 要 接种 疫 乓 


有 一 个 数学 悖 论 ， 原 本 适用 于 社交 网 络 中 的 友谊 ， 但 也 可 
用 于 解释 为 什么 必须 接种 疫苗 米 预 防 传染 病 。 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 


ee 
给 目 己 的 孩子 接种 疫 雷 。 这 种 “新 时 尚 ”引发 了 很 多 争论 ， 这 对 
于 所 有 人 来 说 都 是 一 种 不 全 ， 而 对 于 2015 年 6 月 死 于 日 喉 的 一 名 西班牙 
加 泰 罗 尼 亚 6 岁 男 孩 来 说 更 是 如 此 。 在 21 世纪 ， 本 来 没有 必要 解释 为 什 
么 所 有 孩子 部 应 该 接种 疫 盏 ， 但 是 在 看 到 或 听 到 人 们 在 媒体 上 的 一 些 言 
论 之 后 ， 我 觉得 要 在 这 里 再 提 几 件 关 于 群体 免疫 重要 性 的 “小 事 ”。 











在 第 1 半 中 ， 我 们 讨论 过 “ 友 这 尽 论 ” 的 现象 。 基 本 上 ， 这 个 悖 论 
证 明了 你 的 Facebook 好 友 拥 有 的 好 友 数 量 一 般 而 言 比 你 的 多 。 这 就 造 








实际 上 ,“ 友 谊 悖 论 ” 证 明了 ， 如 有 果 对 你 的 好 友 的 好 友 数 量 取 算 术 
平均 值 ， 那 么 这 个 平均 值 会 蜗 于 你 的 好 友 的 数量 。 们 而 言 之 ， 你 的 好 友 
的 好 友 数 量 平 均 比 你 的 好 友 数 量 多 。 我 们 已 经 说 过 了 如 何 把 这 个 悖 论 用 
于 人 研 完 社交 了 网络 一 一 一 个 所 有 人 履 被 赛 括 在 内 的 网 络 。 


今天 的 话题 更 严肃 一 点 : 我 们 要 研究 传染 病 ， 以 及 所 有 儿童 都 应 接 
种 疫苗 的 绝对 必要 性 。 当 然 ， 我 们 说 的 是 所 有 可 以 接种 疫苗 的 人 ， 有 些 
人 由 于 健康 问题 〈 新 生 儿 、 病 人 ……) 无 法 接种 。 对 于 成 年 人 ， 包 括 老 
年 人 也 是 如 此 。 


想 想 在 新 疾病 又 发 时 ， 对 紧急 疫 盏 接种 运动 应 用 “友谊 导论 ”的 例 
子 。 在 这 种 情况 下 ， 由 于 缺乏 经 济 和 人 力 资 源 ， 要 为 全 体 人 口 接种 疫苗 
实际 上 是 不 可 能 的 。 但 为 了 提高 免疫 力 ， 应 当 尽 快 为 尽 可 能 多 的 人 接种 
疫 盏 。 


在 这 项 任务 中 ， 友 请 悖 论 可 以 帮助 我 们 。 事 实证 明 ， 一 种 有 效 的 
策略 是 ， 随 机 选择 一 定 的 初始 人 群 来 接种 疫苗 ， 并 有 旦 让 其 成 员 各 自 指定 
一 些 朋友 ， 并 要 求 他 们 的 朋友 数 要 多 于 指定 他 们 接种 疫苗 的 人 的 朋友 数 
量 。 如 果 我 们 为 这 些 大 量 接触 其 他 人 的 朋友 接种 疫苗 ， 那 么 只 需要 为 
20%~40% 的 人 和 群 接种 疫苗 就 可 以 防止 疾病 的 传播 。 
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9 ”病毒 警报 ! 为 什么 要 接种 疫苗 ? 


如 条 我 们 不 采用 这 种 基于 友谊 悖 论 的 策略 ， 而 是 锭 循 纯粹 的 随机 手 
段 ， 那 我 们 就 需要 接种 80%~90% 的 人 才能 得 到 相同 的 效果 。 这 种 传播 
方法 也 适用 于 推销 保险 或 午餐 盒 ， 你 可 以 提供 朋友 的 名 字 来 换取 一 个 赠 
品 沙 拉 态 











现在 我 们 来 看 看 友谊 怪 论 对 于 为 一 个 情景 的 影响 : 抵抗 疾病 的 疫 盏 
己 是 众所周知 的 ， 并 被 列 人 官方 的 疫 盏 接种 时 间 表 。 一 些 年 轻 人 甚至 没 
有 上 听 说 过 茶 些 疾病 ， 有 些 年 轻 的 医生 也 从 来 没有 诊断 过 这 些 疾病 。 








束 像 2015 年 发 生 的 那样 ， 如 采 突 然 出 现 日 喉 病 患者 ， 第 一 步 ， 
名 患者 会 感染 所 有 与 他 有 过 号 体 接触 的 人 ， 即 他 的 所 有 朋友 。 但 是 请 注 





这 
这 些 朋 友 会 平均 有 比 第 一 位 患者 更 多 的 朋友 ， 并 且 还 会 继续 传播 。 
以 此 类 推 ,， 这 种 传播 是 指数 级 的 。 如 果 大 多 数 人 口 没 有 接种 过 白喉 疫 
兰 ， 就 会 发 生 这 种 情况 ， 但 华 运 的 是 ， 人 们 已 接种 过 。 所 有 人 吗 ? 不 。 
易 怀 人群 仍 可 能 会 





锌 感染 (包括 反 疫 盏 的 儿童 ) 一 一 因 医 疗 原因 而 不 能 
接种 疫 酝 的 页 儿 、 儿 童 和 成 年 人 ， 还 有 年 迈 的 老爷 和 爷 和 老奶奶 。 
我 们 能 做 些 什么 来 保护 他 们 呢 ? 给 所 有 人 《我 是 指 所 有 能 接种 的 
人 ) 都 接种 疫 盏 ， 法 律 应 该 如 此 规定 。 这 样 一 来 ， 那 些 不 能 接种 疫 盏 的 
人 将 位 于 已 接种 疫 盏 的 朋友 形成 的 “盾牌 ”的 中 心 ， 这 将 防止 疾病 感染 
他 们 。 


者 ， 











在 下 图 中 ， 我 们 用 一 个 非常 简单 的 图 来 表示 这 种 情况 。 红 色 是 感染 
蓝 色 是 已 接种 疫苗 的 人 ， 白 色 则 是 未 接种 疫苗 却 仍 然 健 康 的 人 。 
ee 一 
@ @ 
S “Se 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 


如 果 一 个 孩子 赶 了 反 疫 盏 的 时 晓 ， 因 为 没有 接种 疫 盏 而 生病 了 ， 而 
又 有 其 他 小 朋友 碰巧 也 没有 接种 疫 盏 一 一 因为 家 长 第 第 会 在 他 们 的 圈子 
里 分 圣 这 些 “ 酷 ”时 尚 ， 那 就 要 出 大 问题 了 ， 比 如 在 学 校 开 家 长 会 的 时 
候 。 或 者 ， 还 有 喝 粳 料 的 情况 : 如 末 有 坚 儿 、 儿 童 或 成 人 因 客 观 原因 无 
法 接种 疫 盏 ， 他 的 朋友 里 却 有 一 个 这 样 的 “时 尚 人 士 ”。 








这 是 友谊 迟 论 的 消极 面 。 确 实 ， 它 能 保证 高 效 地 实现 群体 免疫 ， 这 
非常 好 ， 但 它 也 能 以 同样 的 方式 确保 疾病 传播 得 比 我 们 想象 的 更 快 。 防 
止 这 种 情况 发 生 的 唯一 方法 是 为 所 有 能 接种 的 社区 成 员 都 接种 疫 盏 。 








有 人 说 一 张 图 片 胜 过 千言 万 语 ， 我 在 这 里 放 上 了 我 在 维基 百科 中 找 
到 的 一 张 图 瞩 。 如 有 果 大 多 数 人 没有 接种 疫 盏 (日 色 ) 会 怎样 ? 


站 未 接种 疫苗 ， 人 接种 疫苗 ， 人 未 接种 疫苗 ， 已 感染 


健康 健康 且 具有 传染 性 
大 
六 贡 过 大 &y 人 和 群 不 具 A A 
有 免疫 力 ” 党 于 守 类 大 人 
ee 六 关头 大 





大 
中 传播 二 去 寺 
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9 ”病毒 警报 ! 为 什么 要 接种 疫苗 ? 





不 出 所 料 ， 病 情 在 大 多 数 人 中 蔓延 。 如 果 我 们 为 一 些 人 但 不 是 所 有 
人 接种 疫苗 会 怎么 样 ? 在 那些 不 能 接种 疫苗 的 人 周围 加 上 几 个 赶 了 这 个 
“时 此 ”的 人 吧 ，。 


oO 
we 和 人 


A 
六 商 在 部 分 。 证 党 ‘ 
ee 大 人 雪 天 





由 于 友谊 怪 论 ， 疾 病 也 会 传 得 很 还 。 消 灭 传染 病 的 唯一 选择 是 给 所 
有 能 接种 的 人 接种 疫苗 ， 就 像 人 们 对 竺 日 叭 那样 …… 我 们 已 经 很 长 时 间 
没有 见 到 它 了 。 





大 大 大 4 大 

大 多 数 人 se 索 A A 
ee 

接种 疫 划 大 大 大 个 天 下 大 
一 > 太太 上 和 天 

x 

受到 控制 ,党 天 大 RIN A 

os 





不 用 再 多 说 了， 无 须 辨 驶 。 疫 盏 在 社会 免疫 方面 的 效用 已 被 证 明 ， 
就 是 这 样 。 攻 些 成 年 人 的 感 苇 导致 一 个 6 岁 的 孩子 来 命 ， 真是 太 可 莫 了 。 
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回答 这 个 问题 之 前 ， 我 们 先 答 试 理解 问题 的 会 义 :“ 上 听 出 或 的 形 
状 ” 是 什么 意思 ? 或 通 向 由 共鸣 箱 和 误 面 组 成 ， 或 面 产 生 的 振动 
会 被 共鸣 箱 放大 。 


确实 ， 绝 大 多 数 辟 面 都 是 圆 形 的 ， 但 是 有 人 可 能 想 做 三 角形 的 或 
面 ， 甚 至 形状 更 奇特 的 台面 ， 比 如 一 幅 地 图 或 爱人 的 脸 。 

好 吧 ， 一 些 方程 式 告诉 我 们 ， 辟 面 将 如 何 根据 其 形状 来 振动 。 这 
是 因为 或 产生 的 声音 取决 于 与 这 些 方程 相关 的 茶 些 数字 ， 这 些 数字 叫 作 
特征 值 ， 在 许多 数学 问题 和 应 用 中 起 春 重 要 作用 ， 比 如 在 我 们 执行 搜索 
时 ， 谷 歌 使 用 的 对 互联 网 页 面 进行 排序 的 方法 。 

那么 ， 回 到 这 个 问题 ， 两 个 不 同形 状 的 避 面 能 否 上 共有 相同 的 特征 值 
《并 因此 产生 相同 的 声音 ) ?这 个 间 题 是 马 殉 * 卡 殉 在 1966 年 提出 的 ， 
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10 上 听 出 鼓 的 形状 


Er 沈 Te JR * 到 
2 @@ 六 [Ww 
包 巴 全 ee 


bh 


只 Ya 
pe 
区 “gy S 


SOE 


: Es | i 
A wg” 后 © Ps Re 
沁 了 = 





它 又 重新 引出 了 赫 尔 曼 ' 魏 尔 在 此 前 20 多 年 提出 的 问题 。 


卡 到 的 文章 一 经 发 表 ， 约 其 :米尔 遍 ，20 世纪 下 半 叶 最 杰出 的 数学 
家 之 一 ， 就 这 和 完 给 出 了 这 个 问题 的 答案 (事实 上 ， 他 在 此 前 两 年 就 找到 
丁 例子)。 不 洱 的 是 ， 米 尔 诺 的 答案 就 是 数 等 家 第 给 出 的 典型 答案 ， 你 
我 这 样 的 普通 人 则 会 指责 它 过 度 抽象 : 米尔 话说 有 些 或 听 起 来 完全 相 
同 ， 产 生 的 声音 相同 ， 而 它们 的 或 面 的 形状 却 完 全 不 同 。 





非常 好 ， 不 是 吗 ? 但 唯一 的 问题 是 ， 米 尔 详 的 救 只 能 在 16 维 空间 
中 建造 (准确 地 说 是 歌 面 ， 因 为 制作 求 还 需要 为 一 个 维度 )。 因 此 这 个 
问题 仍然 完全 没有 解决 : 对 于 二 维 误 面 ， 也 就 是 所 有 至 上 的 那 种 残 面 来 
说 ， 两 个 不 同形 状 的 或 面 是 否 可 能 产生 相同 的 声音 ? 


为 了 找到 二 维 空间 中 的 答案 〈 许 多 数学 问题 都 是 这 样 ， 在 高 维 空间 
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中 证 明 起 来 比 我 们 所 在 的 糟糕 的 三 维 欧 氏 空间 更 容易 )， 直 到 25 年 后 ， 
3 位 数学 家 一 一 卡 罗 琳 : 戈 登 、 大 卫 … 韦 但 和 斯 科 特 : 沃 尔 珀 特 在 二 维 空 
间 里 构建 出 形状 不 同 、 却 听 起 来 完全 一 样 的 就 。 当 然 ， 误 的 形状 也 相当 
“奇异 ”如 下 所 示 。 








如 有 果 我 们 要 求 发 不 能 如 此 奇特 ， 并 去 挥 四 陷 和 尖峰 (从 技术 上 说 ， 
该 区 域 是 是 状 的 和 可 解析 的 )， 那 么 避 ® 像 数学 家 史 融 夫 … 汉 尔 迪 奇 所 做 
的 那样 ， 我 们 可 以 证 明 能 够 通过 声音 来 区 分 误 面 的 形状 ， 也 就 是 说 ， 两 
个 不 同形 状 的 鼓 面 总 能 产生 不 同 的 声音 。 
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10 上 听 出 鼓 的 形状 





你 已 经 看 到 了 数学 家 手中 的 下 是 什么 样 的 …… 不 过 ， 与 下 有 关 的 最 
著名 的 科学 家 可 能 是 理 查 德 * 费 曼 〈 见 下 图 )， 他 在 1965 年 获得 话 贝 尔 
物理 学 奖 。 
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别人 留 在 飞机 上 的 一 本 北美 版 《绝妙 产品 》 目 录 中 ， 我 在 一 堆 昕 
三 的 玩意 儿 中 发 现 了 一 个 马桶 壮 ， 它 会 根据 座 轿 位 置 亮 灯 《〈《 我 记 
得 放下 来 是 绿色 ， 抬 起 来 是 红色 )， 让 大 家 半夜 免 受 惊吓 ， 而 且 不 需要 


打开 厕所 的 灯 ! 这 个 发 明 该 得 个 诺 贝尔 奖 ， 对 吧 ? 


由 于 不 是 每 个 人 都 拥有 这 么 “ 乔 能 ”的 蕊 桶 盖 ， 而 且 为 了 所 有 与 寞 
性 生活 在 一 起 的 人 ， 我 将 从 严谨 的 数学 角度 分 析 这 个 座 疾 问题 ， 就 像 分 
析 所 有 人 类 的 重大 问题 那样 。 

显然 ， 女 性 在 共同 生活 的 这 一 方面 肯定 是 首先 处 于 不 利 地 位 的 。 当 
女性 独居 时 ， 座 圈 总 是 在 它 应 该 在 的 地 方 一 一 放下 来 。 因 此 ， 与 男性 一 
起 生活 时 ， 女 性 不 得 不 把 它 放 下 来 的 可 能 性 不 再 是 零 ， 这 是 几乎 肯定 
的 ， 于 是 ， 女 性 上 而 所 时 要 费 更 多 的 力 ， 哪 旧 只 是 举 手 之 萎 。 


那 男 性 有 何 感 党 呢 ? 与 女性 共用 厕所 时 ， 男 性 的 生活 有 什么 变化 ? 
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11 夫妻 间 的 小 麻烦 





好 吧 ， 对 男性 来 说 ， 即 使 是 独 目 生活 ， 他 们 对 这 项 日 前 任务 总 会 有 能 量 





消耗 ， 因 为 他 们 要 对 这 个 卫生 设备 进行 两 种 操作 ， 一 种 操作 是 把 座 立 掀 
起 来 ， 男 一 种 操作 是 放下 来 。 是 的 ， 这 对 男性 来 说 是 一 种 合理 的 行动 方 
了 式 。 因 此 ， 他 们 有 时 需要 把 座 轿 放下 来 ， 有 时 需要 掀起 来 。 








如 果 我 们 把 男性 上 厕所 是 去 小 便 的 概率 设 为 p〈( 这 样 一 来 ， 执 行为 
一 操作 的 概率 就 是 1 - p)， 改 变 座 圈 位 置 消耗 的 能 量 为 C， 则 独居 男性 
的 平均 消耗 的 能 量 E 就 是 消耗 的 能 量 C 乘 以 他 在 进行 男 一 操作 后 再 去 
小 便 的 概率 ， 加 上 C 乘 以 他 小 便 后 再 去 放松 肠 道 的 概率 。 你 只 需要 计算 
进 厕所 要 做 的 事 不 同 于 上 次 的 情况 : 

Ex 性 =p'(l—p):C+(1-p)'p:C=2.p:(1—p):C 


然而 ， 正 如 我 们 之 前 所 说 ， 独 拓 女 性 的 能 量 消耗 为 0: 
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已 独居 女性 三 0 


让 我 们 看 看 ， 当 他 们 开始 共同 生活 时 ， 男 性 和 女性 在 这 项 任务 上 消 
耗 的 能 量 如 何 变 化 。 显 然 ， 这 将 取决 于 这 对 夫 雪 在 女性 第 一 次 半夜 滑 进 
马桶 后 建立 的 同居 规则 。 


假设 这 对 夫妻 没有 就 此 做 出 任何 决定 ， 即 他 和 她 都 不 在 意 用 完 洗手 
间 后 座 圈 放 在 哪里 ， 并 假设 两 人 使 用 马桶 的 频率 相同 。 对 于 这 种 行为 模 
式 ， 也 就 是 说 ， 如 果 没 有 关于 座 圈 的 规则 ， 那 么 座 圈 被 掀起 来 的 概率 
是 2 (其 中 p 是 男性 小 便 的 概率 ， 如 前 所 述 ， 再 乘 以 他 去 厕所 的 概率 3 )， 
座 圈 被 放下 来 的 概率 将 是 1 -2。 











在 这 种 情况 下 ， 女 性 每 次 发 现 它 被 掀起 来 的 时 候 都 必须 把 它 放 下 
来 ， 平 均 能 量 消耗 的 期 望 将 是 : 


已 同居 女性 一 es 

而 男性 的 能 量 消耗 则 要 考虑 他 要 小 便 ， 且 之 前 女性 用 过 厕所 消耗 的 
能 量 C .三 ， 或 他 自己 为 另 一 目的 用 厕所 而 消耗 的 能 量 p:(1-p): 2:C+ 
(1- 丰 .六 5C。 算 一 下 就 会 得 到 ; 











] 1 1 
Enmst -P53C+Pp(-p) 3 Ct- PPC 


3 
my ea 
| nj 


在 这 种 行为 模式 下 ， 受 益 方 (如 果 有 的 话 ) 是 男性 。 女 性 的 能 量 消 
耗 从 0 变 成 了 C .2， 而 男性 的 能 量 消 耗 则 增加 了 Cp (pj， 如 果 p 
小 于 ;就 会 得 到 负数 ， 这 在 正常 的 胃 肠 道 条 件 下 是 难以 想象 的 。 提 醒 一 
下 , p 是 男性 去 洗手 间 小 便 而 非 其 他 操作 的 概率 。 正 如 我 所 说 ， 通 常 它 
会 高 于 >。 简 而 言 之 ， 在 从 独居 过 渡 到 同居 之 后 ， 如 果 没 有 规则 ， 一 对 
夫妻 增加 的 总 能 量 消 耗 是 C 六。 
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但 是 ， 我 们 是 不 是 应 该 管 一 管 这 个 座 疾 问题 呢 ? 在 我 看 来 ， 当 然 应 
该 。 如 采 蝇 制 使 用 后 把 它 放 下 来 怎么 样 ? 这 样 女性 再 也 不 用 把 它 放 下 来 
了 ， 从 而 得 出 : 





已 同居 女性 三 0 


而 对 于 男性 来 说 ， 每 当 他 去 小 便 时 就 必须 把 它 掀 起 来 再 放下 去 ， 我 
们 得 到 : 





Baaragt -2D 


是 的 ， 我 知道 ， 这 里 只 有 男性 消耗 了 更 多 的 能 量 ， 但 这 对 夫妻 的 平 
均 能 量 消耗 增加 了 多 少 ? 对 于 女性 来 说 ， 这 和 独居 没什么 区 别 ， 而 在 这 
种 假设 下 ， 男 性 的 能 量 消耗 增加 了 2 :Cp 。 好 吧 ， 似 乎 这 对 夫妻 消耗 
的 能 量 增加 了 一 倍 …… 我 摘 错 了 ， 前 一 种 方式 更 合理 。 





然而 ， 还 有 另 一 种 可 能 的 策略 ， 即 让 增加 的 能 量 消耗 更 为 公平 ， 而 
且 不 会 增加 能 量 消耗 的 总 增长 量 。 例 如 ， 假 设 男性 在 小 便 后 以 (2p - 1)/p 
的 概率 不 管 马桶 盖 ， 我 们 可 以 假设 P (男性 小 便 而 非 …… 的 概率 〉 等 
于 3， 那么 这 个 概率 将 会 是 3 。 换 句 话 说， 为 了 让 这 对 夫妻 在 这 个 平凡 
又 不 可 避免 的 方面 更 好 地 生活 在 一 起 ， 只 要 在 睡 前 小 便 后 放下 马桶 盖 就 
足够 了 。 














先生 们 ， 你 看 ， 如 果 你 和 一 位 女性 住 在 一 起 ， 你 只 需要 很 少 的 能 量 
消耗 就 让 共同 生活 得 到 改善 。 此 类 人 研究 不 会 让 我 们 摆脱 危机 ， 但 它们 有 
助 于 我 们 暂时 忘却 世界 的 运转 。 至 少 ， 当 我 读 到 理 查 德 . 哈 特 的 相关 文 
章 ” 时 ， 我 度 过 了 一 段 愉快 的 时 光 。 








GD Richard Harter, A game theoretic approach to the toilet seat problem. 
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2 用 《精灵 宝 可 梦 Go 要 
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ee 除非 你 离 群 索 居 ， 否 则 你 肯定 听 说 过 《精灵 宝 本 梦 GO》。 eesetesesenesseneseen: 


et 而 且 ， 你 可 能 还 听 到 过 支持 和 反对 这 种 现象 的 激烈 和 争论。 但 是 和 和 


四 吓人 
国 国 国 国 本 







有 我 们 如 何 用 这 个 小 游戏 来 学 一 点 数学 呢 ? 和 


从 《精灵 宝 可 梦 Go》 于 2016 年 推出 以 来 ， 它 真 的 成 了 一 种 社会 

现象 ， 这 一 点 壕 良 置疑。 这 个 应 用 打破 了 所 有 下 载 纪录 ， 玩 家 还 
围绕 游戏 组 织 了 聚会 。 当 它 仅仅 在 6 个 国家 和 地 区 上 架 时 ， 它 产生 的 流 
量 就 超过 了 所 有 的 Twitter 流量 。 








每 当 类 似 的 现象 出 现时 都 会 有 许多 批评 的 声 首 。 老 实说 ， 我 不 认为 
分 散 注 音 力 会 伤害 任何 人 ， 特 别 是 还 要 走 很 远 的 距离 的 话 。 它 可 能 不 是 
最 好 的 消 遗 ， 但 生活 并 不 仅仅 关于 学 识 ， 做 一 些 不 伤害 任何 人 的 事情 让 
自己 快乐 ， 在 我 看 来 似乎 值得 称赞 。 此 外 ， 也 算 搭 上 它 成 功 的 便 车 ， 我 
想 提出 一 些 介 绍 数学 的 想法 ， 包 括 应 用 设计 和 至 受 游戏 。 


如 采 你 玩 过 这 个 游戏 ， 你 就 会 知 违 我 们 的 手机 要 做 的 第 一 件 事 就 是 
要 利用 它 内 置 的 全 球 定 位 系统 (以 下 简称 GPS) 来 定位 。 为 此 ，GPS 要 
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12 用 《精灵 宝 可 梦 Go》 学 数学 





计算 4 个 或 更 多 球面 〈 比 游戏 中 的 精灵 球 要 大 得 多 ) 的 交叉 点 。 





它 的 思想 是 ， 卫 星 发 出 的 信号 让 我 们 能 够 计算 捕获 信号 所 需 的 时 间 
。 只 要 知道 传输 速度 光速 )， 我 们 就 可 以 计算 与 每 甘 卫 星之 间 的 距 
而 且 它 们 的 位 置 是 已 知 的。 这 将 我 们 置 于 以 每 个 卫星 为 中 心 的 球面 
， 计 算 其 中 4 个 球面 的 交点 ， 就 可 以 准确 地 知道 我 们 所 在 的 位 置 。 

















于 现 同 


在 撰写 本 文 时 ， 说 到 位 置 和 距离 ， 直 样 才能 知道 在 哪个 方向 上 能 
找到 宝 可 梦 并 不 显而易见 。 我 们 只 知道 它 与 我 们 的 距离 有 多 还 ， 它 在 
以 我 们 为 中 心 的 圆周 上 的 任何 一 个 点 上 ， 圆 周 的 半径 就 是 我 们 与 宝 可 
梦 的 距离 。 

















但 是 ， 我 党 得 孢 像 你 怀疑 的 那样 ， 利 用 数学 就 可 以 准确 地 知 近 珍贵 


红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 


猎物 的 方 问 。 设 想 如 下 : 当 手 机 的 雷达 检测 到 宝 可 梦 时 ， 它 会 画 线 告诉 
我 们 距离 小 怪兽 有 多 远 。 我 们 假设 3 条 线 意 味 着 300 米 以 上 ，2 条 线 意 
味 着 200 米 以 上 ，1 条 线 意 味 大 100 米 以 上 。 如 下 图 所 示 : 








假设 我 们 处 于 一 个 显示 3 条 线 的 地 方 ， 出 发 。 如 果 我 们 看 不 到 3 条 
线 了 ， 那 显然 我 们 应 该 转 过 号 来 ， 如 末 我 们 没有 在 相反 的 方 同 上 进入 2 
条 线 区 域 ， 那 么 我 们 用 下 面 的 方法 进入 2 条 线 的 区 域 。 因 此 ， 我 们 可 以 
假设 ， 如 果 出 发 ， 我 们 就 会 进入 2 条 线 的 区 域 : 


如 果 到 达 了 1 条 线 的 区 域 ， 那 我 们 就 几乎 抓 到 宝 可 梦 了 ， 所 以 我 们 
假设 永远 不 会 到 达 1 条 线 的 区 域 。 我 们 要 做 的 是 ， 记 住 从 3 条 线 到 2 条 
线 的 丰 ， 并 用 星 号 标 出 来 : 
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12 用 《精灵 宝 可 梦 Go》 学 数学 


我 们 继续 往 前 走 ， 就 像 前 面 所 资 的， 假设 我 们 不 会 进入 1 条 线 的 区 
域 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 会 离开 2 条 线 的 区 域 ， 重 返 3 条 线 的 区 域 。 我 
们 用 星 号 标记 这 个 点 : 


ZY 


大 致 计算 两 颗 星 之 间 的 中 点 : 


区 
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红 发 元 拉 拉 的 数学 奇想 


在 那个 中 点 ， 我 们 转 90 度 ， 精 灵 宝 可 梦 肯 定 会 出 现在 那 条 线 上 : 





它 目 然 也 可 能 在 相反 的 方向 上 ， 如 末 是 这 样 ， 我 们 回 到 3 条 线 的 区 
域 ， 转 里 往 反方 同 走 就 可 以 了 。 











当然 ， 只 有 在 地 图 上 没有 标 出 宝 可 梦 的 位 置 时 才 需 要 做 这 些 。 但 是 


全 
很 多 地 图 上 都 标 出 了 宝 可 梦 的 位 置 。 比 如 ， 下 面 就 是 一 张 巴黎 的 局 部 
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©5 © 10 > S Oa 
.LGA 9 > Boisde 
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在 这 种 情况 下 ， 我 们 可 以 思考 ， 如 何 找到 一 条 最 优 路 线 ， 尽 可 能 少 
走路 并 经 过 所 有 兴趣 点 。 不 下 的 是 ， 这 是 一 个 非常 复 杂 的 问题 ， 被 称 为 
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12 用 《精灵 宝 可 梦 Go》 学 数学 


“旅行 商 问 题 ”， 我 们 已 经 讨论 过 了 〈 见 第 6 革 )。 但 是 ， 有 些 算法 可 以 
提供 近似 解决 方案 ， 男 一 些 算法 还 可 以 提供 精确 的 解 ， 但 计算 时 间 却 要 
长 得 多 。 例 如 ， 有 人 计算 了 美国 几 座 城市 中 的 最 佳 路 线 。( 然 而 ， 大 多 
数 城市 并 没有 添加 所 有 兴趣 点 ， 因 为 此 类 计算 非 第 困难 。) 


到 目前 为 止 ， 我 们 已 经 看 到 如 何 使 用 《精灵 宝 可 梦 Go》 来 等 一 后 
几何 《以 及 旅行 商 问题 中 的 组 合 和 计算 )。 但 是 游戏 中 也 会 出 现 概率 和 分 
数 。 实 际 上 ， 场 地 战斗 部 分 取决 于 每 个 宝 可 梦 的 战斗 力 (CP 值 ) 因此 
我 们 可 以 计算 出 某 个 宝 可 梦 胜 出 的 概 座 《VV)〉 (当然 ,还 有 其 他 因 系 ): 

















CP 
p= 
CP+CP 


其 中 CP 和 CP, 是 对 阵 的 两 个 宝 可 梦 的 成 斗 力 。 如 有 果 你 愿意 ， 我 们 可 以 
在 计 和 痊 上 利用 它 复习 分 数 并 进行 比较 ， 以 设计 最 佳 战斗 策略 。 


最 后 ， 我 想 指 出 ， 该 游戏 的 所 有 版 本 中 的 距离 都 使 用 公制 单位 ， 
所 以 ， 在 英制 更 为 帝 用 的 美国 ， 有 些 城市 利用 这 个 洲 戏 来 让 孩子 们 束 
悉 公制 。 


有 趣 的 是 ， 你 不 会 反 过 来 对 我 说 ， 美 国人 会 因为 精灵 宝 可 梦 而 转向 
公制 系统 。 你 看 , 《精灵 宝 可 梦 Go》 带 给 我 们 几何 、 组 合 、 信 息 技术 、 
概率 计算 …… 


它们 就 在 那儿 ， 离 你 很 近 ， 一 个 都 不 要 放 过 ， 
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13 ” 星 家 马德里 对 战马 德里 


竞技 : 谁 会 恬 ? 


2014 年 ， 殉 洲 冠 军 联赛 经 历 了 一 场 历史 性 的 决赛 : 来自 
西班牙 首都 的 两 支 球 队 ， 马 德里 竞技 队 和 丢 家 马德里 了 从， 在 葡 
萄 和 牙 里 斯 本 的 光明 球场 相遇 。 这 场 比 赛 非常 紧张 ， 所 有 西班牙 
大 ， 哪 由 平常 不 看 足球 的 人 ， 都 读 图 预测 比赛 结果 。 数 学 家 也 
不 例外 。 





时 ， 由 于 革 鱼 保罗 已 经 往生 ， 要 预测 这 场 比赛 的 结果 ， 我 们 有 

必要 求助 于 男 一 种 类 型 的 推理 。 虽 然 你 已 经 知道 结果 ( 塞 尔 吉 
奥 ' 拉 莫 斯 设法 在 最 后 一 分 钟 扳 平 将 比赛 拖 人 加 时 ， 而 他 所 在 的 旺 家 
马德里 相对 轻松 地 获胜 )， 我 们 还 是 会 提出 一 些 尽 可 能 客观 ， 既 不 倾 回 
“日 衫 队 ”( 旦 家 马德里 ) 也 不 倾向 “ 红 白 军 ”( 马 德里 苑 技 ) 的 论据 。 














在 本 书 的 第 43 章 中 ， 我 们 将 要 介绍 哈 维 尔 ' 洛 佩 效 : 培 尼 亚 和 雨 
末 .图 谢 特 关于 2010 年 世界 杯 的 文章 。 在 这 篇 文章 中 ， 他 们 使 用 了 图 
论 ， 衡 量 每 名 球员 的 接近 中 心性 、 中 介 中 心性 和 人 气 中 心性 的 函数 ， 用 
图 代表 球 队 ， 并 分 析 球 队 在 面 对 对 手 时 获胜 的 可 能 性 。 通 过 这 种 方式 ， 
他 们 曾 预 测 西班牙 队 在 决赛 中 战胜 人 稿 兰 队 ， 但 对 于 咖啡 馆 里 的 朋友 (或 
“敌人 ”) 之 间 的 聊天 来 说 ， 这 仍然 太 复杂 了 。 
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13 ” 星 家 马德里 对 战马 德里 竞技 : 谁 会 万 ? 








在 通常 情况 下 ， 事 前 分 析 不 会 那么 精细 ， 并 且 基 于 更 容易 衡量 的 
标准 。 但 是 ， 我 们 该 用 什么 标准 来 衡量 “日 衫 队 ” 与 “ 红 日 车 ”的 实力 
呢 ? 坦率 地 说 ， 目 前 尚 不 清楚 ， 如 果 你 问 任何 一 文 队 伍 的 文 持 着 ， 他 都 
会 选择 最 适合 的 人 来 预测 他 文 持 的 球 队 胜利 。 数 学 家 称 这 种 现象 为 “ 则 
索 托 最 优 ”。 


什么 是 帕 累 托 最 优 ? 简 而 言 之 ， 它 可 被 概括 为 右 干 不 同 的 最 优 值 
《在 我 们 研究 的 这 个 例子 里 ， 就 是 最 有 乔 望 局 得 冠军 联赛 的 热门 球 队 )， 
它们 之 间 没 有 可 比 性 ， 因 为 没有 一 个 队 比 其 他 队 更 好 。 拓 展 一 下 ， 在 经 
阐 学 、 工 程 学 或 社会 科学 中 ， 所 谓 的 “ 帕 毗 托 改 进 ” 就 是 某 个 方面 得 到 
改善 ， 而 其 他 方面 不 会 被 损害 的 情形 。 如 采 你 到 达 一 个 点 ， 不 能 在 改善 
任 一 方面 的 同时 不 损害 为 一 方面 (不 可 能 再 进行 由 蛇 托 改进 )， 那 么 你 
就 处 于 由 索 托 最 优 状态 。 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 


我 们 试 着 用 冠军 决赛 的 例子 解释 它 吧 。 想 象 一 下 ， 我 们 在 赛 前 问 马 
德里 竞技 队 的 球迷 ， 哪 文 球 队 获 胜 的 可 能 性 更 大 ， 他 的 回答 是 他 喜爱 的 
球 队 ， 因 为 来 日 比利时 的 带 博 : 库 尔 图 瓦 是 世界 上 最 好 的 守门 员 。 青 想 
象 一 下 ， 在 同样 的 谈话 中 ， 星 家 马德里 的 球迷 声称 他 支持 的 俱乐部 中 有 
稀 衔 才 人 元 里 斯 带 亚 诺 * 罗纳尔多 (人 称 “C 罗 ”)， 而 且 他 比 迭 臣 * 科 
斯 挫 更 会 射门 ， 因 为 他 得 过 很 多 奖 ， 光 金 球 奖 驶 拿 过 两 次 。 你 看 出 来 了 
吗 ? 我 们 这 就 是 在 拿 不 同 的 衡量 标准 比较 。 














如 条 我 们 把 这 两 个 标准 结合 起 来 呢 ? 如 于 我 们 想 用 这 两 个 标准 对 决 
赛 结果 进行 更 严格 的 预测 ， 那 么 我 们 试 春 把 这 两 个 标准 一 守门 员 和 明 
星 前 锋 画 在 图 上 ， 并 评估 哪 文 球 队 获 胜 的 可 能 性 更 大 。 来 吧 。 


我 们 用 横 轴 表示 衡量 守门 员 能 力 的 标准 ， 例 如 ， 将 那 一 年 的 冠军 
联赛 中 的 比赛 数 除 以 失 球 数 〔( 这 样 做 是 为 了 让 失 球 更 少 的 守门 员 在 图 中 
得 分 更 高 ， 因 为 守门 员 的 能 力 与 失 球 数 成 反比 )。 对 于 蒂 博 : 库 尔 图 瓦 
来 说 ， 他 在 11 场 比赛 中 丢 了 6 个 球 ( 因 此 我 们 给 马德里 竞技 加 1.83333 
的 守门 员 得 分 )， 而 伊 艾 尔 ' 卡 西 利 亚 斯 在 参加 的 12 场 比赛 中 丢 了 9 个 
球 〈 皇 家 马德里 得 分 为 1.33333)。 我 们 把 这 些 数据 标 在 图 中 。 























卡 西 利 亚 斯 库 尔 图 瓦 
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13 ” 星 家 马德里 对 战马 德里 竞技 : 谁 会 启 ? 


现在 我 们 使 用 欧洲 冠军 联赛 中 的 进 球 数 来 衡量 主要 球星 的 能 力 ， 并 
将 进 球 数 直接 标 在 纵 轴 上 《因为 前 锋 的 能 力 与 进 球 数 成 正比 )。 





吕 
共 
Ja 
CC 
寸 


C 尹 


科斯 塔 


卡 西 利 亚 斯 库 尔 图 瓦 





下 2 


接 下 来 ， 用 这 些 坐 标 为 每 个 队 分 配 图 上 的 一 个 点 。 





1 2 


哪个 队 更 好 ? 没有 哪个 队 更 好 。 如 果 一 个 队 在 图 上 形成 的 矩形 横 癌 
更 长 ， 那 就 说 明 它 有 更 好 的 前 锋 ; 如 果 态 一 个 队 形成 的 矩形 更 粗 ， 那 就 
是 因为 其 守门 员 更 好 。 这 就 是 我 前 面 提 到 的 帕 累 托 最 优 。 只 有 与 坐标 位 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 


于 红色 阴影 矩形 内 的 球 队 相 比 时 ， 呈 家 马德里 才 是 更 好 的 球 队 : 
E 力 
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然而 马德里 竞技 比 任何 坐标 位 于 蓝 色 阴影 矩形 中 的 球 队 都 要 好 : 
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二 于 二 二 和 和 十 十 生 和 于 一 一 中 守门 员 能 力 
1 2 

但 这 两 者 之 间 没有 更 好 ， 两 者 都 是 帕 累 托 最 优 。 如 果 我 们 想 再 加 上 

一 个 标准 来 比较 两 支队 伍 ， 我 们 就 不 能 用 影响 力矩 形 〈 如 红色 阴影 代表 

皇家 马德里 ， 蓝 色 阴 影 代表 马德里 竞技 ) 来 表示 ， 而 必须 用 3 个 维度 ， 

得 到 一 个 影响 力 平行 六 面体 〈 三 维 盒子 ) : 如 果 一 个 队 在 另 一 个 队 的 影 

响 力 盒子 里 ， 那 就 说 明 后 者 更 优 。 我 们 也 曾 尝试 衡量 教练 的 自信 心 ， 但 
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13 ” 星 家 马德里 对 战马 德里 竞技 : 谁 会 记 ? 


我 们 后 来 放 径 了 ， 因 为 这 不 具有 相关 性 : 一 名 教练 是 意大利 人 人， 为 一 名 
是 阿根廷 人 。 
教练 目 信 心 








前 锋 能 力 





回 到 帕 蛇 托 最 优 ， 这 种 情况 (无 法 有 效 比 较 ) 在 如 果 拿 一 个 数据 来 
和 为 一 个 数据 相 比 较 ， 或 拿 我们 上 自己 的 数据 和 男 一 个 时 期 比较 时 就 会 发 
生 。 例 如 ， 就 拿 失业 人 数 来 说 ， 每 个 人 都 会 举 出 最 适合 目 己 的 数据 来 证 
明 目 己 的 理论 ， 其 中 一 个 数据 是 官方 登记 的 失业 人 数 ， 万 一 个 数据 是 领 
取 失 业 保 险 金 的 人 数 〈 对 我 来 说 更 重要 )。 但 在 我 看 来 ， 这 种 策略 的 最 
明显 的 例子 ， 就 是 用 最 有 利于 我 们 的 数据 进行 测量 ， 我 们 不 会 在 下 一 场 
比赛 中 看 到 这 一 现象 ， 但 当政 党 分 析 各 目的 民意 调查 结 末 时 ， 我 们 会 发 
现 ， 没 有 人 输 。 这 真是 伟大 的 艺术 ， 不 是 吗 ? 

















说 回 体育 场 的 聚会 ， 我 们 还 得 等 上 几 天 ， 看 看 到 底 是 西 贝 莱 斯 喷泉 
的 狮子 一 一 皇家 马德里 ， 还 是 海神 雕像 的 马 一 一 马德里 竞技 能 够 摘 得 桂 
冠 ， 看 到 球迷 庆祝 那个 备 受 瞩目 的 奖杯 到 达 马 德里 。 

后 记 


感谢 我 的 孩子 萨尔瓦多 和 本 图 拉 告 诉 我 关于 两 队 的 数据 ， 我 得 承 
认 ， 我 对 足球 的 兴趣 确实 不 高 。 
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、 很 确定 ， 大 多 数 GPS 用 户 会 怀疑 ， 这 个 能 在 地 球 上 任何 地 方 近乎 





精确 地 定位 我 们 的 小 机 融 与 人 造 卫 星 有 关 。 事 实 确实 如 此 。 


GPS 最 初 由 24 颗 卫 星 组 成 人们 已 经 发 射 了 60 多 颗 卫 星 ， 在 2014 
年 6 月 已 有 31 颗 卫星 投入 运行 )， 并 为 美国 政府 所 有 。 或 许 ， 你 是 否 知 
道 ， 你 的 手机 不 仅 能 够 检测 到 GPS 的 卫星 ， 还 能 检测 到 俄罗斯 格 洛 纳 
斯 系统 “GLONASS) 的 卫星 ， 这 是 个 偏好 问题 。 





现在 的 问题 是 ， 卫 星 如 何 能 每 时 每 刻 知道 我 们 的 位 置 ? 管 案 其 实 挺 
人 简单。 每 个 卫星 的 位 置 是 已 知 的 。 因 此 ， 当 我 们 用 手机 探测 卫星 时 ， 设 
备 的 时 钟 和 卫星 的 时 钟 会 进行 同步 ， 我 们 可 以 测量 信号 从 卫星 到 达 手 机 
所 知 的 时 间 。 有 既然 知道 信号 以 光速 传播 ， 我 们 就 可 以 确定 每 个 发 送信 号 
的 卫星 离 我 们 有 多 远 。 你 明日 了 吗 ? 
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也 就 是 说 ， 当 检测 到 卫星 时 ， 我 们 会 告诉 它 我 们 离 它 有 多 远 。 但 卫 
星 还 不 足以 凭 此 知道 我 们 在 哪里 。 因 为 ， 如 果 有 人 告诉 我 们 ， 他 距离 我 
们 100 米 ， 我 们 就 知道 他 在 周转 距离 我 们 100 米 的 地 方 。 换 句 话 说， 我 
们 位 于 半径 为 100 米 的 圆 的 圆心 ， 而 这 个 人 位 于 圆周 上 。 


理论 上 说 ， 我 们 知道 的 是 那个 人 在 以 我 们 为 中 心 ， 半 径 为 100 米 的 
球面 “三 维 ) 上 。 然 后 ， 因 为 你 知道 为 一 个 人 也 在 地 球 上 ， 所 以 你 会 取 
这 两 个 球面 一 地 球 《〈 虽 然 它 不 是 一 个 球体 ) 和 半径 为 100 米 的 球体 的 
区 线 ， 这 样 驶 得 到 了 一 个 圆 。 

这 样 看 来 ， 只 有 一 箱 卫 星 是 无 法 定位 的 ， 所 以 我 们 需要 更 多 的 卫 
星 。 那 到 的 需要 几 颗 呢 ? 让 我 们 暂时 起 记 日 己 在 地 球 上 吧 。 如 果 我 们 己 
一 笑 卫 星 同 步 ， 就 相当 于 被 放置 在 以 该 卫星 为 中 心 的 球面 上 ， 其 半径 是 
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我 们 与 卫星 的 距离 。 如 果 我 们 与 两 颗 卫 星 同步 ， 由 于 每 括 卫 星 都 会 把 我 
们 放 在 一 个 以 卫星 为 球 心 的 球面 上 上， 那么 你 可 以 推 其 出 我 们 处 于 两 个 球 
面 的 公共 区 域 。 在 这 种 条 件 下 ， 两 个 球面 的 交 线 是 一 个 圆周 。 





所 以 我 们 还 需要 更 多 的 线索 ， 因 为 这 个 圆周 可 能 大 得 不 得 了 。 如 果 
我 们 再 与 尺 一 颗 卫 星 同步 ， 它 会 把 我 们 放置 在 第 三 个 球面 上 《以 它 为 球 
心 ， 半 径 为 我 们 与 它 的 距离 )。 那 么 ， 这 些 卫 星 就 会 知道 我 们 处 于 3 个 
球面 的 交叉 点 上 。 这 时 ，3 个 球面 的 交点 有 两 个 。 只 有 两 个 ， 我 们 已 经 
接近 了 了。 
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如 果 像 我 们 之 前 所 说 的 那样 ， 我 们 认为 日 己 在 地 球 上 ， 那 么 只 知 选 
择 两 点 中 位 于 地 球 上 的 那个 交点 就 足够 了 。 但 这 样 不 行 ， 因 为 ， 我 们 不 
知道 日 己 所 处 位 置 的 海拔 有 多 高 。 为 了 进一步 确定 我 们 的 位 置 ， 并 消除 
GPS 时 钟 和 卫星 之 间 同 步 的 故障 ， 它 至 少 使 用 了 4 颗 卫 星 〈 第 四 颗 卫 星 
用 于 排除 3 个 球面 的 2 个 交叉 点 中 不 符合 我 们 位 置 的 一 点 )。 这 样 我 们 
就 几乎 完全 确定 了 上 自己 的 3 个 坐标 : 纬度 、 经 度 和 局 度 。 














我 们 就 说 到 这 儿 吧 。 你 可 以 用 GPS， 也 可 以 问 当 地 人 ， 但 你 不 要 迷 
踏 。 你 随时 都 可 以 在 这 里 找到 我 。 


后 记 

我 是 在 听 到 西班牙 加 泰 罗 尼 亚 理工 大 学 教授 费 兰 . 乌 尔 塔 多 去 世 的 
消息 之 后 写 下 的 这 篇 文章 。 我 的 朋友 费 兰 是 西班牙 计算 几何 领域 最 重要 
的 人 物 之 一 。 能 够 帮助 像 我 这 样 容 萄 迷路 的 人 的 GPS 还 没有 发 明 出 来 。 
只 想 用 这 几 匈 话 表 达 对 他 的 常数 和 感激 : 他 是 我 最 喜欢 合作 研究 几何 
的 人 之 一 ， 而 且 我 非常 爱戴 他 。 我 会 想念 你 的 ， 费 兰 。 
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、 们 都 看 过 电影 《海啸 奇迹 》 中 2004 年 圣诞 节 期 间 印 度 洋 海啸 的 可 





怕 图 景 ， 或 天 注 过 2011 年 日 本 的 海 哺 。 我 们 都 知道 ， 如 此 大 规模 
的 海啸 起 源 于 海上 产生 的 地 震 ， 但 这 就 引出 了 许多 问题 : 震中 位 于 海中 
的 所 有 地 震 都 会 产生 海啸 吗 ? 它 以 什么 速度 传播 ? 它 能 达到 多 高 ? 


第 一 个 问题 的 答案 是 “人 否 ”， 万 外 两 个 的 答案 是 “看 情况 ”。 我 们 来 
看 看 吧 。 表 先 ， 海 中 发 生 的 一 个 条 件 是 ， 海 水 必须 移动 。 当 地 震 导 致 海 
底 发 生年 直 移 位 时 就 会 发 生 这 种 情况 ， 迫 使 海水 移动 以 适应 海底 的 新 地 
形 。 换 句 话 说， 如 果 没 有 发 生 这 种 垂直 移 位 ， 例 如 两 个 构造 板块 相对 发 
生 水 平移 动 ， 则 不 会 产生 海 哺 。 


当然 ， 海 哺 也 可 能 由 陨石 冲击 引发 。( 陨 石 险 落 在 尤 卡 坦 半岛 附近 ， 
导致 八 龙 灭 绝 ， 人 们 狂想 它 产 生 了 约 100 米 融 的 海浪 ， 而 且 这 还 不 是 最 
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大 的 一 次 海啸 。) 





一 旦 海啸 发 生 ， 我 们 是 可 以 算出 来 海浪 行进 的 速度 的 〈 该 点 的 海洋 
深度 与 重力 加 速度 乘积 的 平方 根 ， 也 就 是 v“ = Vgh )。 这 意味 着 ， 在 公海 
上 ， 海 啸 会 以 超过 600 千 米 每 小 时 的 怀 人 速度 前 进 。 如 条 你 在 公海 上 ， 
而 海啸 神 春 你 扑 过 来 了 ， 那 可 真是 捅 兽 难 飞 啊 。 


那么 ， 你 可 以 做 些 什么 来 逃脱 呢 ? 有 趣 的 是 ， 没 有 ， 你 什么 也 不 需 
要 做 : 这 定海 啸 危害 最 小 的 情况 ， 因 为 虽然 它 以 这 样 快 的 速度 前 进 ， 但 
波峰 之 间 的 距离 也 很 大 ， 其 至 可 达 数 百 干 米 ， 而 波峰 的 高 度 可 能 只 有 1 
米 ， 所 以 没什么 大 不 了 的 。 


相反 ， 当 它 接 近海 崖 时 ， 和 傅 况 开始 发 生变 人 化。 首先， 根据 我 们 之 
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前 提 到 的 公式 计算 ， 海浪 速度 下 降 很 多 ， 通 常 小 于 100 千 米 每 小 时 。 其 
次 ， 一 个 重要 的 现象 出 现 了 ， 海 啸 的 能 量 开始 消散 。 事 实 上 ， 虽 然 公 海 
上 的 波峰 高 度 非 第 小 ， 但 由 于 波峰 之 间 的 距离 非常 大 ， 而 且 海 浪 移 动 速 
度 如 此 之 大 ， 海 啸 的 能 量 是 巨大 的 。 当 海啸 接近 海岸 ， 波 浪 开 始 破碎 
时 ， 大 部 分 能 量 部 消散 了 。 好 消息 束 这 么 多 了 ， 其 他 虱 是 坏 消息 。 


虽然 接近 海量 时 海浪 速度 大 幅 下 降 ， 但 是 波峰 之 间 的 距离 也 大 大 
缩短 ， 这 意味 大 两 个 波峰 之 间 可 能 相距 数 百 和 干 米 ) 的 水 被 压 欣 在 仅仅 
数 十 千 米 中 ， 导 致 波峰 的 高 度 增加 10 倍 ， 有 时 甚至 还 要 多 得 多 。 因 此 ， 
我 们 会 看 到 一 增 由 巨 量 的 水 构成 的 高 达 10 到 20 米 的 庞大 水 增 ， 以 大 约 
100 千 米 每 小 时 的 速度 接近 海岸。 




















羊 运 的 是 ， 当 海中 接 近海 着 时 ， 它 通 帝 不 会 破碎 《除非 海啸 非常 
高 )， 这 导致 它 在 大 部 分 时 间 就 像 上 升 流 的 海 漳 一 样 消 上 海岸 ， 留 给 人 
逃脱 的 时 间 。 














所 以 我 得 提醒 你 啦 ， 如 末 你 怀疑 海 哺 即 将 到 来 ， 而 且 观 察 到 一 些 可 
疑 现象 ， 比 如 海水 退 离 海岸 或 海平 面 降低 ， 那 你 就 应 该 逃 往 内 陆 或 前 往 
公海 ， 但 绝 不 要 罪 近 海滩 ， 哪 怕 是 穿着 游 泳衣、 套 着 救生 圈 也 不 行 。 
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你 是 不 是 和 我 一 样 对 气球 雕塑 着 迷 呢 ?但 是 不 是 扭 一 扭 气 
球 就 能 做 出 任何 物体 呢 ? 这 就 要 靠 可 尼斯 堡 七 桥 问题 来 找 答案 










4 
/ 大 
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是 只 有 小 孩子 才 会 对 那些 能 用 细 长 的 气球 做 出 小 狗 、 小 船 和 各 种 

各 样 东 西 的 人 看 迷 ， 有 人 把 这 种 乞 术 称 为 “气球 雕塑 ”显然 ， 为 
了 让 全 世界 眼前 一 完 ， 你 需要 技术 《不 要 把 气球 挤 爆 )、 一 点 优雅 《就 
像 跳 邦 巴 舞 )， 你 还 需要 数学 。 事 实 上 ， 这 些 可 爱 的 形象 背后 有 许多 数 
学 知识 ， 有 趣 的 是 ， 它 与 今天 一 个 非常 高 产 的 学 科 一 一 网 论 提 出 《和 解 
决 ) 的 第 一 个 问题 有 关 。 和 是 的 ， 同 样 的 理论 刚刚 警告 我 们 ， 你 的 社交 网 
络 主页 在 欺骗 你 ， 它 还 帮助 我 们 解释 关于 疫 盏 的 数 等 问题 。 








该 理论 还 可 以 用 在 邮递 员 或 垃圾 车 的 路 线 设 计 上 。 总 而 言 之 ， 瑞 士 
数学 家 羔 郧 哈 德 : 欧 拉 在 1736 年 解决 了 哥 尼 斯 堡 〈 今 俄罗斯 加 里 字 格 
勒 市 ) 居民 提出 的 问题 。 该 城市 位 于 普 列 戈 利 亚 河口 ， 那 里 有 7 座 桥 ， 
如 下 图 所 示 : 








那个 时 候 ， 有 人 提出 这 样 一 个 问题 : 从 哥 尼 斯 您 市 的 任何 地 方 出 
发 ， 是 否 有 可 能 选 出 一 条 路 线 ， 让 我 们 在 普 列 区 利 亚 河 的 7 座 桥 上 各 通 
过 一 次 ? 这 个 问题 被 称 为 “ 哥 尼 斯 保 七 桥 问 题 ”。 欧 拉 给 出 的 解答 让 我 
们 能 够 找到 夯 一 个 更 稼 见 的 问题 的 答案 : 笔尖 不 离开 纸 ， 能 夯 出 什么 样 
的 图 形 ? 











欧 拉 的 答案 非常 简单 :可 以 一 笔画 出 的 图 形 由 连接 点 (我 们 称 之 为 





68 


16 ”用 气球 制作 小 狗 


“顶点 ”) 以 及 这 些 扣 之 间 的 线 我们 称 之 为 “ 边 ”) 构成 。 好 吧 ， 不 把 
笔 从 纸 上 抬 起 来 的 话 ， 我 们 可 以 画 出 这 样 的 图 形 ， 即 除了 可 能 的 两 个 顶 
所 之 外 ， 每 个 项 点 稳 会 连接 到 偶数 条 边 。 因 此 ， 他 得 出 结论 ， 哥 尼斯 堡 
七 桥 问题 没 有 答案 ， 因 为 多 于 两 个 顶点 具有 奇数 条 边 。 实 际 上 ， 哥 尼斯 
堡 图 的 所 有 顶点 都 有 奇数 条 边 。 





1 了 
pd \ 
ri 
Tn 


合 





现在 ,我们 把 这 些 有 顶点 和 边 的 图 形 称 为 “图 ”并 把 所 有 顶点 都 
有 偶数 条 边 的 图 称 为 “ 欧 拉 图 ”， 以 纪念 欧 拉 。 是 的 ， 就 是 那个 写 出 了 
“世界 上 最 美 等 式 ”” 的 欧 拉 。 但 是 , 气球 和 它 能 做 出 什么 形象 有 什么 关 
系 ? 别 急 别 急 。 








把 图 与 用 气球 做 成 的 雕塑 联系 起 来 是 非 和 容易 的 : 我 们 把 气球 打 死 
并 与 妨 一 部 分 连接 起 来 的 地 方 就 是 项 点， 顶点 和 顶点 之 间 那 部 分 气球 就 


征 边 。 








Q 指 欧 拉 恒等式 打 = -1。 一 一 译 者 注 
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(气球 ) 八 面体 








你 可 以 验证 是 否 可 以 用 气球 制作 菏 个 雕塑 ， 当 且 仅 当 得 到 的 雕塑 最 
多 有 两 个 连接 到 奇数 条 边 的 项 点 《比如 气球 的 两 端 ， 它 们 可 以 连 在 一 起 
或 连 到 为 一 个 顶点)。 如 果 我 们 看 一 下 用 气球 做 的 典型 小 狗 ， 丈 会 看 到 
小 狗 对 应 的 图 实际 上 只 有 两 个 边 数 为 奇数 的 项 点 : 跨 和 尾巴 。 





马丁 . 德 曼 〈 父 )、 埃 里 克 ' 德 曼 〈 子 ) 和 年 轻 的 外 … 哈 特 ( 三 位 
都 是 美国 人 ) 研究 了 这 些 模型 ， 并 共同 发 表 了 一 篇 文章 ”“。 他 们 的 文章 
中 给 出 了 更 多 更 有 趣 的 问题 。 例 如 ， 假 设 无 法 用 单个 气球 完成 雕塑 ， 
那 需 要 多 少 个 气球 呢 ? 再 次 计算 具有 奇数 条 边 的 顶点 就 可 得 出 答案 : 
如 果 这 样 的 顶点 的 数量 是 p( 可 以 证 明 p 总 是 偶数 )， 则 所 需 的 气球 数 
量 将 是 p/2。 











(GD Erik D. Demaine, Martin L. Demaine, V. Hart, Computational Balloon TWwisting: The Theory 
of Balloon Polyhedra. 
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从 数学 的 角度 来 看 ， 上 面 提 到 的 两 个 问题 虽然 很 奇怪 ， 但 仍然 非 
党 简单 ， 所 以 马丁 、 埃 里 克 和 外 … 哈 特 的 工作 还 包含 其 他 复杂 得 多 的 结 
果 。 例 如 ， 他 们 提出 如 果 限 制 顶点 之 间 的 部 分 长 度 和 和 气球 的 总 长 度 ， 还 
能 否 做 出 一 个 雕塑 。 从 这 个 意义 上 说 ， 他 们 证 明 ， 哪 怕 用 计算 机 来 解决 
这 些 问 题 也 会 非常 复杂 ， 因 为 它们 属于 所 请 的 “NP- 完全 ”问题 。 这 类 
问题 与 今天 数学 和 计算 领域 最 著名 的 开放 性 问题 密切 相关 : P 对 NP 问 
题 。 这 是 元 和 雷 数学 人 研究 所 提出 的 干 福 年 问题 之 一 ， 解 决 者 可 获得 100 万 
美元 的 奖金 。 











所 以 我 可 提醒 你 了 : 也 许 扭 扭 气球 你 就 能 解决 一 个 价值 100 万 美元 
(而 且 还 会 世界 闻名 ) 的 问题 呢 。 


?1 
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位 置 


在 电影 院 问 已 排队 ， 与 进入 华尔街 的 选拔 考试 之 间 有 联 
系 。 有 点 惊讶 ， 是 吗 ? 
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界 上 发 生 的 大 部 分 事情 ， 是 由 茶 些 控制 华尔街 的 大 脑 决定 的 。 我 

想 ， 对 其 中 很 多 人 来 说 ， 成 为 在 那里 工作 的 “一 匹 狼 ” 在 某 种 意 
义 上 代表 其 职业 生涯 的 电 峰 。 目 然 ， 要 进入 一 家 顶级 公司 ， 你 在 获得 职 
位 前 要 回答 的 问题 通 稼 很 难 ， 而 其 中 许多 问题 涉及 很 深 的 数学 内 容 。 








前 几 天 我 在 电影 院 门 口 排队 ， 想 起 来 最 大 、 最 强 的 公司 之 一 摩根 
士 髓 利 为 测试 候选 人 提出 的 一 个 谜 题 :“ 一 群 人 正在 电影 院 售 了 票 处 排队 。 
影院 老板 资 ， 每 个 人 都 可 以 改变 目 己 的 位 置 ， 但 第 一 个 与 前 面 某 个 人 生 
日 相同 的 人 可 以 免票 。 如 果 让 你 选 ， 你 会 站 在 哪里 ? “” 


从 某 种 意义 上 说 ， 这 个 有 趣 的 问题 让 我 们 想起 为 外 一 个 问题 一 一 生 
日 悖 论 。 还 记得 生日 怪 论 吗 ? 在 一 组 NN 个 人 中 ， 至 少 有 两 个 人 生日 为 同 
一 天 的 概率 是 多 少 ? 要 计算 这 个 概率 ， 计 算 其 对 立 事件 要 容易 得 多 ， 即 
没有 生日 重合 的 概率 是 多 少 ? 


如 果 有 两 个 人 CN = 2)， 他 们 的 生日 不 在 同一 天 的 概率 (不 考虑 图 
年 ) 是 364/365， 几 乎 是 1。 回 想 一 下 ， 概 率 是 介 于 0 (肯定 不 会 发 生 ) 
和 1 (必然 发 后 ) 之 间 的 数 。 如 果 有 3 个 人 ， 你 必须 把 概率 相 乘 ， 得 到 
(364 X363)/(365 X365)。 





一 旦 得 到 了 没有 生日 重合 的 概率 ， 要 计算 它 的 对 立 事件 的 概率 ， 只 
要 用 1 减 去 它 就 可 以 了 。 如 果 我 们 用 P(N) 表示 一 组 N 个 人 中 至 少 有 两 
个 人 生日 相同 的 概率 ， 就 可 以 得 到 P(1)=0，P(2)= 1 一 (364/365)，P(3)= 
1 — (364X363)/(365 X365)。 


将 这 个 概率 用 图 表示 : 
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国 国 生日 重合 
0.8 
0.6 
0.4 
0.2 
0 
5 25 








引 人 注 目的 一 点 是 ， 只 要 25 个 人 ， 有 两 个 人 生日 是 同一 天 的 概率 
就 超过 了 5$0%， 这 个 悖 论 就 是 这 样 。 但 我 们 追求 的 并 不 是 概率 。 为 了 免 
票 看 电影 ， 你 需要 在 队列 中 占据 这 样 一 个 位 置 ， 有 两 个 人 生日 重合 ， 但 
不 要 在 你 之 前 重合 ， 也 就 是 要 确保 第 一 个 生日 重合 的 人 束 是 你 自己 。 因 
此 ， 我 们 对 每 个 位 置 N 追求 的 概率 是 POV) - PN- 1)， 其 中 PON) 是 在 
前 入 个 人 中 出 现 生 日 重合 的 概率 ， 而 P(N - 1) 则 是 在 你 的 位 置 (N) 之 
前 出 现 生日 重合 的 概率 。 











利用 前 一 张 表 进行 计算 之 后 ， 我 们 就 可 以 列 出 这 个 函数 : 


国 国 P(N)—P(N—1) 
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好 吧 ， 我 们 可 以 发 现 ， 把 自己 排 在 第 20 位 时 ， 这 个 吨 数 就 取得 了 
最 佳 值 ， 这 个 概率 是 0.03231985755。 虽 然 概 率 并 不 大 ， 但 它 是 最 优 的 。 
说 到 底 ， 我 们 在 意 的 并 不 是 免票 看 电影 ， 而 是 成 为 “华尔街 之 狼 ” 或 股 
票 市 场 的 “绝地 武士 ” 








我 差不多 确定 数学 对 于 “绝地 武士 ”来 说 也 是 有 用 的 ， 如 果 说 “ 数 
学 束 是 原 力 ” 财 束 更 好 了 了 。 
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有 时 候 ， 或 者 说 很 多 时 候 ， 我 们 不 知道 是 该 对 自己 拥有 的 
东西 感到 知足 ， 还 是 应 该 冒 一 点 风险 来 多 赚 一 点 。 如 果 你 有 意 
投资 股市 的 话 ， 这 个 有 点 思春 的 游戏 也 许可 以 帮 到 你 。 











年 人 的 生活 有 一 点 不 好 ， 就 是 我 们 需要 不 断 做 出 让 自己 的 情况 变 
好 或 变 坏 的 决定 。 问 问 那些 政治 家 你 就 知道 了 。 





我 们 来 玩 个 小 游戏 吧 ， 反 正 不 会 有 什么 损失 的 ， 对 吧 ? 假设 有 人 
提议 我 们 玩 这 样 一 个 游戏 ， 要 支付 12 欧元 才能 玩 :“ 扔 一 个 二 十 面体 内 
子 ， 其 20 个 面 分 别 从 1 到 20 编号 。 然 后 你 可 以 选择 收取 与 散 子 显示 的 
数字 一 样 多 的 钱 ， 或 再 付 1 欧元 再 扔 一 次 (重新 开始 )。” 

我 来 解释 一 下 : 如 果 你 选择 支付 1 欧元 再 扔 一 次 ， 这 就 好 像 你 回 
到 初始 状态 《但 少 了 1 欧元 )， 然 后 你 可 以 再 次 在 这 两 个 选项 之 中 选择 。 
什么 时 候 最 好 拿 钱 走 人 ， 什 么 时 候 应 该 继续 玩 呢 ? 








很 明显 ， 能 够 发 生 在 你 里 上 的 最 好 的 事 ， 就 是 第 一 次 就 扔 出 20， 
这 是 最 蜗 利 润 。 但 其 他 情况 呢 ? 让 我 们 来 分 析 一 下 。 里 然 这 是 一 个 简单 
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的 马子 游戏 ， 但 奇怪 的 是 ， 分 析 这 个 简单 情况 ， 对 于 理解 股票 市 场 等 现 





象 的 动态 至 天 重要 。 实 际 上 ， 在 股市 里 ， 我 们 每 时 每 刻 都 必须 做 出 一 系 
列 与 这 个 洲 戏 非常 类 似 的 决策 。 我 们 必须 决定 是 否 值得 继续 下 注 并 重新 
掷 仍 子 ， 或 最 好 还 是 停 下 来 并 兑现 利润 《或 损失 )。 


那么 让 我 们 看 看 这 个 游戏 是 怎么 玩 的 。 我 们 的 分 析 需 要 考虑 两 个 初 
始 元 系 。 第 一 个 可 能 看 起 来 有 点 违反 百 和 党 : 在 每 一 刻 ， 我 们 都 应 该 答 试 
让 利润 最 大 化 ， 因 此 之 前 发 生 的 事情 毫 不 重要 。 换 句 话 次， 决定 是 否 继 
续 ， 应 只 取决 于 我 们 刚刚 扔 出 的 货 子 的 结 采 ， 而 不 依赖 于 到 目前 为 止 投 
入 损失) 的 资金 。 





























第 二 个 元 素 稍 微 复 杂 一 点 ， 但 不 那么 违反 和 直觉。 让 我 们 从 最 简单 的 
情况 开始 分 析 : 如 果 我 们 撕 骨 子 得 到 20， 束 像 前 面 说 过 的 那样 ， 我 们 


?? 
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应 该 停 下 来 并 郊 现 20 欧元 ， 因 为 未 来 不 会 得 到 更 好 的 收益 〈 未 来 可 能 
发 后 的 最 好 的 事情 是 下 一 次 又 扔 出 20， 但 这 意味 着 我 们 将 拿 到 19 欧元 
而 不 是 20 欧元 )。 


但 如 采 我 们 扔 出 19， 我 们 也 应 当 保 下 来 拿 钱 ， 因 为 如 末 继 续 游戏 ， 
那么 我 们 能 过 到 的 最 好 的 事情 就 是 下 一 次 护 出 20， 而 收益 是 一 样 的 ; 
如 果 我 们 扔 出 18， 接 下 来 要 怎么 办 就 不 那么 明确 了 。 


基于 到 目前 为 止 所 说 的 一 切 ， 我 们 可 以 确定 分 析 中 的 第 二 个 要 又: 























孢 停 下 来 ， 如 果 数 低 于 这 个 国 值 ， 我 们 就 文 付 1 欧元 并 继续 游戏 。 所 以 
我 们 要 找到 这 个 国 值 。 





警告 : 这 里 要 变 得 复杂 了 。 接 下 来 需要 许多 数学 工具 : 方程 式 ， 甚 
至 导数 。 但 是 你 不 需 过 于 慌 收 ， 接 下 来 的 计算 还 相对 比较 基础 。 假 设 畏 
值 是 U， 试 看 算 算 如 来 应 用 这 个 国 值 (也 就 是 说 ， 在 扔 出 大 于 U0 的 数 时 
停止 游戏 ， 否 则 继续 游戏 )， 我 们 可 以 预期 获得 多 少 收益 。 








当然 ， 为 了 人 简化 分 析 ， 我 们 不 用 考虑 最 初 的 12 欧元 了 : 如 采 上 面 
的 期 望 值 大 于 12 欧元 ， 那 么 这 个 游戏 就 值得 玩 ， 否 则 就 不 值得 玩 。 好 
了 了， 基于 国 值 的 期 望 可 以 通过 以 下 方式 计算 出 来 : 我 们 用 巨 来 表示 国信 
U 下 平均 购 取 的 金 领 。 如 果 我 们 得 到 的 数 小 于 或 等 于 U (概率 为 UV20， 
有 UU 个 可 能 的 结果 小 于 等 于 U)， 我 们 期 望 太 得 的 金额 是 一 1 欧元 
(因为 我 们 必须 继续 玩 )。 








但 是 ， 如 果 我 们 得 到 大 于 UU 的 数 ( 概 率 为 (20 - /20)， 那 么 因为 
这 个 数 可 能 是 U + 1 到 20 之 则 的 任何 数 ， 期 望 恰 恰 就 是 U+ 1 和 20 的 
平均 值 ， 也 就 是 (20 + U + 1)/2。 因 此 ， 当 我 们 设 定 阐 值 UU 后， 收益 的 
期 望 (将 在 各 种 情况 下 得 到 的 值 乘 以 概率 ， 再 求 和 ) 是 : 





Si 
2 20 20 
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好 了 ， 最 麻烦 的 已 经 搞定 了 。 在 这 个 方程 中 ， 我 们 只 要 求 出 巨 驶 
Ws 


420-U” -3U 
40—2U 





现在 我 们 可 以 采用 两 种 方法 : 一 是 求 导 来 计算 函数 的 最 大 值 ， 二 是 
把 1 到 20 代 入 U， 找 出 E 取 最 大 值 时 对 应 的 UU 值 。 当 人 然 ， 这 两 种 方法 
最 后 的 结果 是 一 样 的 ， 最 佳 阔 值 是 V = 14。 也 就 是 说 ， 如 果 扔 出 15 或 
更 大 的 数 ， 我 们 就 拿 钱 走 人 ;如果 扔 出 14 或 更 小 的 数 ， 我 们 就 付 1 欧 
元 继续 玩 。 














如 果 U = 14， 游 戏 的 期 望 收益 是 多 少 ? 用 前 面 的 公式 就 够 卫 ， 我 
们 可 以 得 出 对 于 U=14,， B=15.167 (事实 上 ，E=15 + <)。 这 意味 着 ， 
我 们 值得 支付 最 初 的 12 欧元 来 玩 ， 期 望 收益 《如 果 我 们 使 用 上 述 获胜 
束 略 继续 玩 ， 下 到 扔 出 15 或 更 大 的 数 ) 是 15.167 - 12 = 3.167 欧元 。 这 
很 不 错 了 : 收益 接近 投资 价值 的 28%。 





好 啦 ， 你 已 经 准备 好 投 次 股市。 入 市 需 齐 蛋 。 
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得 马德里 会 有 两 个 人 的 头发 数量 完全 相同 吗 ? 有 ， 我 


0 
还 没有 。 但 利用 饮 算 原理 就 可 以 推断 出 这 一 结论 。 











数学 中 ， 就 像 在 日 第 生活 里 一 样 ， 有 些 事 竺 一 看 似乎 更 小 ， 微 不 

足 道 ， 却 能 产生 次 刻 而 持久 的 结果 和 《或 ) 满足 感 。 如 来 把 优 安 ， 
曼 努 埃 尔 : 色拉 特 ” 的 歌 发 挥 一 下 , 这 些小 事 没 有 留 给 我 们 玫瑰 的 时 代 ， 
却 带 来 了 19 世纪 的 德国 数学 家 约 鞭 :彼得 : 上古 斯 塔 夫 : 勒 热 纳 . 狄 利克 
雷 。 我 今天 要 说 的 就 是 馈 笼 原理 。 











什么 保证 了 这 一 原理 成 立 呢 ? 这 很 显而易见 : 如 末 你 的 馈 子 比 谷 先 
多 ， 那 么 肯定 有 一 个 蚀 和 党 里 有 不 止 一 只 饮 子 。 这 是 我 说 的 。 我 想 别 人 也 
想到 这 一 点 了 :“ 咽 ， 我 们 德国 人 也 坚 不 费 力 地 发 现 了 这 一 点 ……” 行 
吧 ， 承 像 我 说 的 ， 这 个 特性 显而易见 ， 但 普 志 被 接受 的 观点 是 ， 它 是 由 
古 斯 塔 夫 … 狄 利 元 雷 在 1834 年 首次 正式 提出 的 。 我 想 那 应 该 是 个 早上 。 














(D 西班牙 著名 歌手 。 一 一 译 者 注 
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事实 上 ， 如 末 你 的 铝 子 数 超过 了 名 宠 数 ， 那 某 个 铝 党 就 得 被 蹇 人 多 
于 一 只 合子， 很 多 人 早 就 注意 到 了 这 一 点 。 但 是 ， 如 采 我 们 专门 拿 出 一 
曹 来 讲 它 ， 那 是 因为 ， 正 如 开头 所 说 的 ， 可 以 从 这 个 原则 推 汤 出 多 种 多 
样 的 结果 。 我 们 来 看 儿 个 吧 。 


我 们 还 是 从 饥 子 和 人 饮 笼 的 例子 开始 吧 : 很 容易 理解 ， 如 末 你 有 10 
只 饮 子 和 3 个 铝 党 ， 那 么 肯定 有 一 个 党 子 里 的 铅 于 不 超过 3 只 。 为 什么 
呢 ? 因为 如 果 3 个 饮 笼 都 有 至 少 4 只 鲍 子 ， 那 就 需要 12 只 鸽子 。 


在 一 般 情 况 下 ， 如 果 我 们 把 个 物体 放 到 3 个 盒子 里 ， 总 有 一 个 格 
子 里 面 最 多 只 有 1/3 个 物体 (如 果 w3 不 是 整数 ， 我 们 就 去 掉 小 数 ， 只 
保留 整数 部 分 )。 也 就 是 说 ， 如 采 我 在 3 个 盒子 里 放 100 个 物体 ， 那 么 
总 有 一 个 盒子 里 的 物体 不 超过 33 个 否则， 每 个 盒子 部 有 34 个 或 更 多 
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物体 ， 总 数 就 超过 了 100 个 )。 反 过 来 ， 这 个 显而易见 的 属性 (3 个 盒 
子 或 3 个 锡 穹 ) 可 以 应 用 于 美术 刨 的 看 守 问 题 。 


对 于 更 日 常 的 事情 ， 饮 笼 原 理 让 我 们 能 够 确认 ， 比 如 在 马德里 ， 至 
少 有 两 个 人 头 上 的 头发 数量 相同 。 事 实 上 ， 如 果 我 们 认为 西班牙 首都 有 
超过 300 万 名 居民 ， 而 且 一 个 人 头 上 最 多 有 20 万 根 头 发 ， 那 么 就 已 经 
得 出 结果 了 。 想 象 一 下 ， 给 每 位 居民 发 一 张 写 着 头发 数量 的 卡片 ， 由 于 
居民 比 卡片 种 类 多 ， 因 此 必然 会 有 人 会 拿 到 重复 的 卡片 ， 重 复 的 卡片 至 
少 有 一 张 


还 有 一 件 可 以 在 茶 葡 时 聊 起 的 小 事 : 我 们 可 以 确定 ， 如 果 10 个 人 
开会 ， 至 少 有 2 个 人 会 与 相同 数量 的 与 会 者 打招呼 。 为 什么 呢 ?” 因 为 我 
们 知道 ， 在 开会 时 ， 肯 定 不 可 能 一 个 人 和 谁 都 没 打招呼 ， 而 另 一 个 人 
和 所 有 人 都 打 了 招呼 。 因 此 ， 参 与 者 打招呼 的 人 数 会 是 {0, 1, 2, 3, 4, 5， 
6, 7, 8} 中 的 一 个 “如 果 有 一 个 没 教 养 的 家 伙 没 和 任何 人 打招呼 )， 或 是 
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 中 的 一 个 〈 如 果 这 个 没 教 养 的 家 伙 没 来 )。 无 论 
如 何 ， 如 果 我 们 给 每 个 人 都 贴 上 他 打招呼 的 人 数 ， 那 么 10 个 与 会 者 就 
有 9 种 标签 ， 铝 子 比 钢 笼 数 多 ， 因 此 必然 有 2 个 人 打招呼 的 人 数 相 同 。 











使 用 钢 知 原理， 我 们 还 可 以 确定 ， 比 如 《随机 ) 选择 1 和 11 之 间 
7 个 不 同 的 自然 数 ， 其 中 肯定 有 两 个 数 的 和 是 12。 为 什么 呢 ? 我 们 把 
数 1 到 11 放 在 6 个 盒子 里 ， 每 个 盒子 中 的 两 个 数 加 起 来 等 于 12， 如 图 
所 示 : 


2 10 二 4+8 Spy 1+11 6+6 


接 下 来 ， 我 们 必须 从 盒子 里 选 出 7 个 数 ， 而 我 们 只 有 6 个 盒子 ， 因 
此 肯定 会 有 两 个 数 是 从 一 个 盒子 里 选 出 来 的 ， 好 啦 。 
以 上 和 是 铝 党 原理 的 一 些 简单 结果 ， 但 还 有 更 多 对 于 数学 家 和 非 数 
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19 ”鸽子 、 头 发 和 一 排 椅子 


学 家 来 说 都 非常 有 趣 而 惊人 的 结论 。 我 喜欢 的 一 个 结论 是 ， 如 果 你 在 球 
(球面 ) 上 用 笔 标 出 5 个 点 ， 那 么 其 中 必然 有 4 个 点 位 于 同一 个 半球 上 。 
是 的 ， 就 是 这 样 。 当 你 画 好 前 2 个 点 之 后 ， 你 已 经 定义 了 2 个 半球 : 考 
碟 由 你 画 的 2 个 点 和 球 心 定义 的 平面 ， 并 汽 春 这 个 平面 切 开 。 也 就 是 说 
我 们 已 经 定义 了 赤道 。 现 在 你 还 要 再 画 3 个 点 ， 而 你 只 有 2 个 半球 …… 





D>/ 


开道 上 的 点 被 认为 是 同时 属于 两 个 半球 的 点 。 很 洒 完 ， 不 是 吗 ? 
同样 根据 铝 党 原理 ， 我 们 可 以 得 出 ， 如 果 一 群 人 的 人 数 超过 了 366， 那 
就 必然 有 两 个 人 在 同一 天 过 生日 。 但 对 于 这 个 生日 问题 ， 更 加 惊人 的 事 
实 是 ， 当 只 要 有 57 个 人 时 ， 至 少 有 两 人 生日 在 同一 天 的 概率 就 达到 了 
99%。 这 个 事实 可 以 参考 我 们 前 面 解 释 过 的 生日 悖 论 。 


现在 我 咎 你 提出 一 个 在 人 条 区 时 的 挑战 ， 束 不 用 去 说 那些 有 的 没 的 了 : 
如 果 9 个 人 随机 从 在 一 排 12 把 椅子 上 ， 必 然 会 有 连续 3 张 椅子 被 占 。 
你 可 以 尝试 所 有 的 可 能 性 ， 但 这 要 花 点 时 间 …… 想 想 人 鸟 子 和 个 笼 吧 。 
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我 们 生活 的 这 个 时 代 ， 我 们 不 断 看 到 政治 家 用 数据 来 介绍 国家 的 
状况 ， 数 据 可 能 是 好 的 ， 也 可 能 是 不 好 的 ， 这 取决 于 介绍 的 人 。 








我 们 不 知道 该 相信 谁 ， 事 实 上 我 什么 都 搞 不 懂 。 但 我 想 说 的 不 是 这 
个 。 在 这 些 情况 下 ， 问 题 似乎 是 我 们 还 没有 设计 出 好 的 “温度 计 ” 来 客 
观 地 测量 失业 ， 也 没有 设计 出 “地 震 仪 ”来 预测 是 否 会 发 生 社会 的 “地 
震 ”。 在 现实 中 ， 人 们 不 仅 要 有 具体 的 测量 设备 ， 还 要 知道 如 何 解 释 结 
果 。 因 为 哪怕 我 们 确实 有 温度 计 来 测量 环境 的 温度 ， 有 地 震 仪 来 预测 
“地 球 的 唱 吟 ”( 嘿 ， 我 听 起 来 像 爱德华 特 彭 塞 特 ”)， 我 们 并 不 总 是 能 
正确 地 解释 它们 。 


























QD 西班牙 经 济 学 家 、 政 治 家 。 一 一 译 者 注 
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20 ”尺度 问题 真相 还 是 谎言 ? 





我 看 不 到 死去 的 人 ,我 可 没有 第 六 感 “， 但 我 确实 听 到 有 人 说 :“ 寻 
娘 ， 我 们 这 儿 在 一 周 之 内 就 从 18 度 升 到 了 36 度 ， 热 了 一 倍 。” 我 会 非 
常 礼貌 地 回答 :“ 咽 ， 那 是 因为 是 你 在 说 ， 如 果 换 个 美国 人 来 说 就 不 是 
了 。” 我 们 用 摄氏 度 来 测量 温度 ， 但 在 费 曼 的 家 乡 ， 温 度 是 以 华氏 度 
为 衡量 的 ， 那 就 不 是 热 了 一 倍 了 。 如 果 你 不 记得 在 学 校 里 学 过 的 把 摄 
氏 度 (*C) 转化 为 华氏 度 (SF) 的 公式 ， 你 要 记 住 ， 水 在 0°C 结 冰 ， 
在 100"C 沸腾 ， 相 差 100°*C; 水 在 32"F 结 冰 ， 在 212"F 沸 腾 ， 相 差 
180*F。 因 此 ，1e5F 相当 于 100/180*C 〈 即 S/9sC)。 所 以 ， 如 果 我 们 使 用 
的 温度 单位 是 摄氏 度 ， 要 计算 华氏 度 ， 就 得 将 摄氏 温度 乘 以 9， 把 结 
除 以 5， 再 加 上 32。 








Q( 指 电 影 《 第 六 感 》 中 的 情节 。 一 一 译 者 注 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 








因此 ， 不 是 气温 热 了 一 倍 ， 而 是 摄氏 温度 局 了 一 倍 ， 如 采 你 这 么 说 
的 话 ， 是 的 。 顺 便 提 一 下 ， 你 知道 在 1742 年 摄 尔 修 斯 提出 这 个 温标 的 
时 候 ，100°C 是 水 在 海平 面 结 冰 的 温度 ， 而 0°C 是 水 在 同一 海拔 沸腾 的 
温度 吗 ? 是 的 ， 正 是 同 为 瑞典 人 的 卡尔 : 冯 … 林 奈 在 3 年 后 把 它 反 过 来 
了 ， 就 像 我 们 现在 用 的 那样 。 


我 们 接着 往 下 说 。 我 们 在 谈论 地 震 时 ， 也 会 看 到 一 个 类 似 于 “ 热 了 
一 倍 ” 的 错误 。 不 ，8 级 地 震 不 是 4 级 地 震 的 两 倍 一 一 我 有 时 会 “有幸” 
在 报纸 中 读 到 这 种 说 法 。 实 际 上 ，8 级 地 震 比 4 级 地 震 大 10 000 倍 。 为 
什么 呢 ? 因 为 衡量 地 震 大 小 的 尺度 “和 窍 震级 ”是 一 个 对 数 尺度 。 











用 于 测量 地 震 大 小 地 震 释 放 的 
能 量 ) 的 尺度 不 是 线性 的 ， 而 是 
对 数 的 ， 如 图 所 示 。 我 们 看 到 8 级 
地 震 释 放 的 能 量 几乎 是 7 级 地 震 的 
两 信 。 同 时 ，8 级 地 震 导 致 的 地 球 
震动 〈 按 移动 的 幅度 计算 ) 要 比 7 
级 强 10 倍 





pe 


啊 ! 对 了 ， 我 还 没有 说 里 氏 震 级 ， 有 几 个 原因 。 最 午 要 的 一 个 原因 
是 ， 里 氏 震 级 不 再 用 于 大 于 6.9 级 的 地 震 ， 因 为 它 不 再 可 徘 , 而且 给 表 
现 明显 不 同 的 地 震 分 配 近 似 的 震级 。 事 实 上 ， 里 氏 震 级 仅 应 用 于 美国 加 
利 福 尼 亚 州 的 圣 安 德 裂 亚 斯 断层 和 特定 的 地 震 仪 ， 顺 便 说 一 下 ， 它 只 能 
达到 6.8 级 。 然 而 ， 我 们 会 继续 听 到 或 看 到 有 关 里 氏 震 级 的 信息 ， 因 为 
有 些 记者 在 发 布 新 闻 时 坚持 要 加 上 “里 氏 ” 二 学 。 
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20 尺度 问题 : 真相 还 是 说 言 ? 








我 们 继续 。“ 算 震级 是 以 10 为 底 的 对 数 ” 是 什么 意思 ? 这 意味 着 震 
级 每 上 升 1 级 ， 就 相当 于 地 震 释 放 的 能 量 乘 以 10。 因 此 ，5 级 地 震 比 4 
级 强 10 倍 ，6 级 比 4 级 强 100 倍 ，7 级 比 4 级 强 1000 倍 ， 因 此 8 级 比 
4 级 要 强 10 000 倍 。 使 用 这 种 类 型 的 对 数 尺度 ， 是 因为 当 要 测量 的 数据 
的 大 小 可 以 有 天 壤 之 别 ， 而 且 要 测量 的 数据 的 值 范围 非常 大 时 ， 对 数 尺 
度 更 合适 。 











实际 上 ， 里 氏 震 级 《同样 为 对 数 太 度 ， 在 低 于 6.9 级 时 与 矩 震 级 相 
似 ) 受到 了 天 文学 中 用 于 测量 天 体 亮 度 的 “ 视 星 等 ”的 局 发 。 





注意 ， 我 们 说 的 是 震级 ， 也 就 是 地 震 仪 所 测量 的 数据 。 有 时 候 ， 在 
一 些 新 闻 中 ， 震 级 会 和 烈度 相 混 消 。 烈 度 是 一 种 主观 测量 ， 由 人 有 眼 对 建 
贷 结 构 中 可 见 损伤 的 估计 而 定 。 








还 有 一 些 或 多 或 少 标准 化 的 方式 来 测量 烈度 ， 其 中 最 著名 的 是 麦 加 
利 (Mercalli》 烈 度 。 欧 洲 还 有 欧洲 宏观 地 震 烈 度 (European macroseismic 
scale)， 比 如 ， 如 来 在 地 震中 ， 大 部 分 睡 看 的 人 醒 来 和 (或 ) 门窗 目 己 
关上 ， 就 会 被 列 为 V 级 烈度 (用 罗马 数字 表示 )。 你 看 ， 即 使 用 精确 的 
工具 测量 ， 我 们 也 不 能 始终 相信 目 己 的 解释 。 








这 也 就 解释 了 ， 如 果 没 有 演出 ，6000 人 就 足以 填 满 一 个 广场 ， 例 
如 马德里 的 海王 星 广场 ;而 在 其 他 场合 下 ， 如 果 有 必要 ， 它 可 以 容纳 
100 万 人 。 
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21 佩 龙 树 停车 法 


你 可 能 经 历 过 ， 在 一 条 狭 窒 的 街道 上 侧 方 停 车 ， 最 终 因为 
没有 足够 的 空间 而 放弃 。 在 这 种 情况 下 ， 停 车 所 需 的 最 小 空间 
是 多 大 呢 ? 这 个 貌似 非常 简单 的 问题 让 俄罗斯 和 日 本 的 研究 者 
Po 
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21 佩 龙 树 停车 法 


、^ 几乎 可 以 肯定 ， 你 听 过 有 人 用 “360 度 大 转 计 ”这 个 说 法 来 描述 

生活 中 的 剧烈 变化 。 你 肯定 悄悄 地 笑 了 了， 因为 你 知道 360 度 转弯 

并 不 是 一 个 根本 性 的 改变 ， 因 为 它 转 了 整整 一 圈 ， 又 回 到 了 开始 的 地 

方 。 也 就 是 说 ， 这 个 说 法 更 像 是 被 动 消 极 和 墨守成规 的 同义词 ， 然 而 在 

其 他 情况 下 ， 想 要 完成 360 度 转 这 会 引发 大 量 的 数学 人 赋 究 。 比 方 说 ， 假 

设 有 一 根 长 1 米 的 针 《“ 杆 )， 要 把 它 转 一 轿 ， 所 需 的 最 小 面积 是 多 少 ? 
随便 想 一 下 你 就 会 得 出 绪论， 它 可 以 在 直径 为 1 米 的 圆 里 转 一 圈 。 














但 这 一 步 能 在 更 小 的 区 域内 完成 吗 ? 是 的 ， 能 。 在 高 度 为 1 米 的 等 
边 三 角形 里 ， 我 们 可 以 用 类 似 于 停车 时 的 “动作 ” 尽 可 能 地 转 他 ， 回 
前 或 回 后 移动 ， 再 继续 转 ……; 


小 小 小 小 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 





我 们 把 注意 力 放 在 三 角形 的 一 条 高 上 《图 中 红色 的 虚线 )， 把 它 转 
动 一 点 ， 让 它 徘 到 三 角形 的 一 边 ， 放 低 到 三 角形 的 妃 一 个 顶点 《左下 
角 )， 再 旋转 它 ， 直 到 接触 三 角形 的 妃 一 条 边 。 还 能 让 区 域 更 小 吗 ? 可 
以 。 根 据 日 本 数学 家 挂 谷 宗 一 提出 的 “ 挂 谷 转 针 问题 ” 允许 一 根 1 米 
长 的 针 转 动 的 最 小 区 域 (允许 像 停 车 一 样 的 位 移 ) 是 一 个 称 为 “三 尖 斩 
线 ” 的 图 形 ， 如 下 图 所 示 : 

















pA 作 、 


如 打针 长 1 米 ， 则 针 的 中 点 轨迹 构成 的 圆周 直径 图 中 红色 ) 为 
50 厘米 ， 是 针 的 长 度 的 一 半 。 不 蔷 的 是 ， 我 们 的 日 本 同行 错 了 。 不 过 
这 个 问题 被 命名 为 “ 挂 谷 问题 ” 因为 问题 是 他 提出 的 。 存 在 可 以 让 针 
转动 的 比 三 尖 辨 线 还 要 小 的 区 域 。 实 际 上 ， 我 们 可 以 找到 任意 小 的 区 域 
来 让 针 旋 转 。 是 的 ， 你 没 看 错 ， 我 们 可 以 找到 0 附近 无 限 小 的 区 域 ， 让 
针 在 其 中 转动 。 

有 人 很 有 想象 力 地 把 这 些 区域 称 为 “ 挂 合集 合 ”。 什 么 ? 不 可 能 ? 


然而 俄罗斯 数学 家 亚 但 兰 : 院 雄 党 维 奇 * 贝 西 科 维 奇 证 明了 这 一 点 。 任 
选 一 个 你 能 想到 的 最 小 的 数 〈 当然 是 正 数 )， 贝 西 科 维 奇 虱 能 够 构造 一 
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21 佩 龙 树 停车 法 


个 面积 比 你 选择 的 数 还 小 的 区 域 ， 让 1 米 长 的 针 可 以 旋转 360 度 。 实 际 
上 ， 贝 西 科 维 奇 描述 的 集合 具有 的 特性 是 ， 我 们 可 以 在 任何 方向 上 放置 
1 米 长 的 针 。 但 根据 贝 西 科 维 奇 集合 ， 我 们 可 以 构造 挂 合集 合 。 


怎么 做 的 ?最 著名 的 方法 之 一 是 由 为 一 位 数 竺 家 提出 的 ， 这 次 是 位 
德国 人 一 一 奥斯卡 : 佩 龙 ， 他 在 1928 年 的 一 篇 论文 中 简化 了 贝 西 科 维 奇 
的 提议 。 佩 龙 构造 的 东西 被 称 为 “ 佩 龙 树 ”， 从 高 度 为 1 米 的 等 边 三 角 
形 出 发 ， 将 其 分 成 足够 数量 的 面积 相等 的 三 角形 ， 方 便 地 县 加 起 来 ， 如 
此 获得 的 图 形 内 部 可 以 在 任何 方向 上 放置 1 米 长 的 针 。 我 们 将 原始 三 角 
形 划 分 得 越 多 ， 奏 加 产生 的 图 形 《〈 树 ) 的 面积 就 越 小 。 


现在 我 们 只 需要 旋转 并 组 合 佩 龙 树 就 可 以 获得 贝 西 科 维 奇 提 到 的 区 
域 。 就 像 在 狭窄 的 地 方 停车 一 样 ， 需 要 对 针 进行 旋转 、 前 进 和 后 退 的 操 
作 。 这 类 问题 ， 和 所 有 数学 分 支 一样 ， 在 统计 学 、 离 散 数 学 、 组 合 、 偏 
微分 方程 等 方面 有 无 限 的 应 用 …… 陶 哲 轩 的 文章 了 解释 了 其 中 一 些 应 用 ，。 



































我 们 后 面 还 会 继续 讨论 这 个 问题 。 现 在 ， 你 没有 理由 不 在 狭 罕 的 街 
着 上 停车 了 ， 你 只 需要 醒 心 ， 当 然 ， 还 有 动力 转 疝 系统 。 








GD Terence Tao, From Rotating Needles to Stability of Waves: Emerging Connections 
between Combinatorics, Analysis and PDE, Notices of the American Mathematical 
Society, vol.48, n°3, 2001.3. 
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22 看 台 人 浪 ” 的 科学 
解释 


你 很 可 能 在 体育 场 中 参与 过 “人 浪 ”。 也 许 你 只 是 
的 兴奋 所 感染 ， 或 者 ， 谁 知道 呢 ， 就 是 无 聊 尔 很 可 
意识 到 的 是 ， 研 究 “ 人 六 ”的 起 源 和 传播 可 能 对 于 某 些 严肃 的 
科学 领域 来 说 更 有 趣 。 








体育 赛事 ， 特 别 是 足球 宪 中 ， 人 们 和 常常 会 参与 形成 所 谓 的 “人 

浪 ”。 实 际 上 ， 这 波浪 潮 被 称 为 “墨西哥 人 瀛 ”因为 它 在 1986 年 
墨西哥 世界 杯 期 间 开 始 流 行 。 通 常 ， 这 种 现象 在 公众 希望 参与 成 事 并 群 
情 易 沸 时 出 现 。 一 些 观 众 从 座位 上 站 起 来 再 坐 下 ， 然 后 相 邻 的 观众 也 这 
样 做 。 


这 个 现象 背后 隐藏 春 一 个 有 趣 的 系统 ， 值 得 用 物理 和 数学 工具 人 研 
究 。 有 几 项 人 研究 涉及 “人 浪 ” 的 不 同方 面 ， 让 我 们 对 其 特征 有 了 很 好 的 
了 解 。 


1. 它 由 少数 观众 发 起 ， 约 为 几 十 人 。 差 不 多 需要 25 名 观众 来 发 起 
一 二 “大 维 **。 
2.“ 人 浪 ” 会 很 快 稳定 下 来 ， 并 达到 12 米 每 秒 的 典型 速度 ， 即 每 秒 











由 


92 


22 看 侣 “人 浪 ” 的 科学 解释 





经 过 约 20 个 座位 。 它 的 宽度 在 稳定 阶段 保持 不 变 ， 为 6 至 12 米 ， 在 起 
并 阶段 约 为 15 个 座位 。 

3.“ 人 浪 ” 通 兽 会 沿 顺 时 针 方 向 行进 

4.“ 人 浪 ” 会 日 发 消散 。 


为 “墨西哥 人 浪 ” 创 建 数学 模型 很 有 意思 ， 原 因 不 止 一 个 。 首 先 ， 
它 涉及 一 个 自 组 织 和 自发 行为 的 系统 ， 这 些 行 为 源 于 大 量 独立 行动 的 个 
人 相互 协调 。 


这 非常 有 趣 ， 因 为 集体 行为 取决 于 每 位 观众 的 个 人 决定 。 也 就 是 
说 ， 我 们 需要 将 决策 过 程 与 集体 行为 过 程 结合 起 来 ， 这 对 理论 描述 和 计 
算 机 模拟 都 是 一 个 挑 成 。 泣 运 的 是 ， 物 理学 和 数学 为 我 们 提供 了 解决 这 
个 问题 的 工具 : 例如 ， 研 究 气 体 或 材料 ， 就 要 结合 对 构成 元 系 的 描述 与 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 


对 系统 的 全 局 摘 述 。 


你 可 以 对 一 个 乍 看 起 来 微不足道 的 问题 进行 猜测 ， 但 它 实 际 上 有 是 非 
利 复 杂 的 : 当 一 小 群 观 众 协 调 发 起 “人 浪 ” 时 ， 通 和希 会 发 出 茶 种 声音 。 
当 你 站 起 来 再 坐 下 时 ， 你 会 预期 两 边 的 观众 继续 这 一 运动 。 也 就 是 说 ， 
“人 浪 ” 应 该 从 焦点 沿 两 个 方向 传播 。 


然而 ， 经 验 告诉 我 们 一 一 如 采 你 去 看 过 足球 赛 的 话 就 表 定 体验 过 
本 ，“ 人 浪 ” 通 第 只 沿 一 个 方向 传播 ， 而 且 一 般 是 顺 时 针 。 这 引入 了 
一 个 非常 有 趣 的 破坏 对 称 的 因素 ， 因 为 它 在 许多 目 然 物理 现象 中 都 有 
体现 。 


利用 每 个 个 体 行为 的 概率 模型 ， 我 们 可 以 得 到 对 “人 浪 ” 全 局 行为 
的 民 好 近似 。 通 过 非常 简单 的 模型 就 可 以 模拟 “ 墨 西 册 人 浪 ” 的 外 观 、 
传播 和 消失 。 事 实 上 ， 它 在 乐高 足球 电影 中 也 有 相当 不 错 的 应 用 ， 看 台 
上 会 日 发 地 产生 “人 浪 ”。 这 种 看 似 议 诸 的 研究 对 于 处 理 火 灾 章 延 或 控 
制 心脏 运动 的 电信 号 的 传播 非常 重要 。 在 这 两 个 例子 中 ， 无 论 是 在 火灾 
面前 森林 中 每 棵 树 的 行为 ， 还 是 在 经 历 某 个 神经 刺激 时 每 个 心脏 细胞 的 
行为 ， 控 制 整个 系统 的 行为 部 十 分 重要 。 如 来 我 们 的 心脏 细胞 在 面 对 各 
种 刺激 时 没有 全 局 协调 ， 后 末 将 是 灾难 性 的 。 














令 人 惊讶 的 是 ， 例 如 为 研究 气体 或 可 兴奋 细胞 开发 的 数学 工具 ， 可 
以 以 一 定 程度 的 信心 用 在 大 型 社会 群体 上 。 该 领域 的 研究 可 以 为 封闭 空 
间 中 的 群体 危机 管理 提供 工具 ， 避 免 不 必 要 的 灾难 。 


怎么 样 ? 值得 来 一 次 “人 浪 ” 吗 ? 走 吧 ， 我 要 开始 了 。 来 咯 ! 
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23 上 晚 夏 、 问 候 与 图 论 


有 时 候 ， 你 被 邀请 参加 晚 宣 ， 却 不 记得 是 否 和 所 有 人 打 了 


招呼 。 你 的 同伴 可 能 也 不 记得 了 …… 这 是 一 个 通过 图 论 找 出 答 
和 案 的 好 时 机 。 


四 
和 
‘ 








红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 








Sr 不 是 我 们 第 一 次 ， 也 不 会 是 最 后 一 次 讨论 图 论 ， 相 信 我 。 为 什么 
尺 兄 ; 咽 ， 除 去 众多 其 他 更 乏味 的 原因 ， 这 是 因为 这 个 数学 分 支 提 
供 了 强大 的 工具 来 优雅 而 简洁 地 解决 问题 ， 这 让 它 值得 研究 ， 其 中 一 些 
解答 还 挂 在 博物 馆 的 墙壁 上 。 好 吧 ， 我 有 点 夸张 了 ， 但 在 中 学 了 解 一 些 
图 论 知 识 确实 会 很 有 趣 ， 因 为 它 可 以 让 学 生 用 直观 而 迷人 的 工具 来 解决 
复杂 的 数学 问题 …… 而 且 ， 谁 知道 呢 ? 也 许 它 能 让 一 大 部 分 中 学 生 消 除 
对 数学 的 不 满 呢 。 


让 我 们 来 看 一 个 与 聚会 和 问候 有 关 的 谜 题 吧 。 比 如 ， 安 娜 和 布 拉 斯 
与 其 他 4 对 夫妇 一 起 参加 聚会 。 当 他 们 见面 时 ， 一 些 人 握手 问候 ， 另 一 
些 人 则 贴 面 吻 。 聚 会 结束 时 ， 布 拉 斯 问 ， 所 有 与 会 者 分 别 和 多 少 人 握 了 
手 ? 他 得 到 了 9 个 不 同 的 答案 。 那 么 安娜 和 多 少 人 握 了 手 ” 花 点 时 间 思 
考 一 下 ， 进 行 你 想 做 的 所 有 计算 。 


好 了 。 











解决 数学 问题 最 重要 的 是 要 学 会 读 题 。 我 们 仔细 该 题 并 答 试 从 中 
提取 所 有 可 以 帮助 解决 问题 的 信息 ， 例 如 ， 布 拉 斯 得 到 了 9 个 不 同 的 答 
案 。 聚 会 上 有 10 个 人 ， 其 中 一 个 人 布 拉 期 问 了 其 他 人 并 得 到 9 个 不 同 
的 答案 ， 这 意味 着 所 有 答案 都 不 同 。 这 看 起 来 很 傻 ， 但 事实 并 非 如 此 。 


我 们 继续 。 在 布 拉 斯 所 问 的 9 个 人 中 ， 每 一 个 人 握手 的 次 数 都 是 在 0 
(这 就 是 特别 喜欢 贴 面 吻 的 人 ) 和 9《 因 为 特别 害羞 ， 不 喜欢 贴 面 吻 而 
只 握手 的 人 ) 之 间 的 某 个 数 。 


换 句 话说 ， 布 拉 斯 所 问 的 人 给 出 的 答案 包含 在 {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7， 
8, 9} 中 。 因 为 有 10 个 数 ， 但 只 有 9 个人， 所 以 多 出 来 1 个 数 。 





























让 我 们 再 思考 一 下 : 思考 是 免费 而 有 益 的 。 任 何人 与 9 个 人 握手 都 
没有 意义 。 为 什么 呢 ? 好 吧 ， 因 为 这 意味 春 他 还 要 和 有 目 己 的 伴侣 握 于 ， 
而 在 通 第 情况 下 ， 一 对 夫妇 在 参加 聚会 前 ， 已 经 在 目 己 家 里 相互 问候 过 
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23 晚宴、 问候 与 图 论 








了 ， 不 是 吗 ? 太 棒 了 了， 因此， 我 们 从 可 能 的 答案 中 去 卸 了 9， 那么 布 拉 
斯 从 聚会 的 参与 者 那里 得 到 的 答案 就 是 : 





{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} 
往 下 看 。 我 们 必须 找 出 安娜 和 儿 个 人 握 了 手 。 为 此 ， 我 们 把 参加 聚 
会 的 10 个 人 表示 在 图 中 。 我 们 画 上 10 个 顶点 ， 并 将 其 中 一 个 顶点 标记 
为 布 拉 斯 ， 其 他 9 个 人 用 对 布 拉 斯 的 回答 对 应 的 数字 标记 。 





0@ @' 
布 拉 斯 @ @2 
8® @3 
7® @， 
和 
6 @ 5 


现在 将 顶点 〈 对 应 于 参与 者 ) 与 握 过 手 的 人 用 边 〈 直 线 ) 连接 起 
来 。 我 们 从 8 开始 。 顶 点 8 必须 与 剩 下 9 个 顶点 中 的 8 个 连接 。 嗯 ， 这 
很 简单 ， 我 们 把 它 和 除了 顶点 0〈 提 醒 一 下 ，0 代表 这 个 人 只 贴 面 吻 ) 
之 外 的 每 个 顶点 连 起 来 。 


0@ @ |] 
布 拉 斯 全 @@ 2 
8® @3 
7® @， 
和 人 @ 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 


我 们 可 以 从 上 页 图 中 推断 出 什么 ? 实际 上 ， 顶 点 0 和 顶点 8 是 伴 
但， 因为 后 者 和 其 他 人 握 了 手 ， 而 且 夷 会 时 与 伴 但 握手 是 不 常见 的 (或 
者 说 是 不 合理 的 )， 

















太 好 了 。 我 们 把 项 点 0 和 项 点 8 涂 上 相同 的 颜色 来 表示 他 们 是 一 对 
《比如 一 对 德国 老夫 妇 )， 然 后 继续 画图 中 其 他 的 边 〈 下 线 )。 


轮 到 顶点 7 了 ， 从 这 个 顶点 出 发 必须 有 7 条 边 。 我 们 已 经 有 了 一 
条 ， 它 与 8 连接， 所 以 我 们 必须 再 加 上 6 条 边 。 我 们 不 会 将 它 连 到 0， 
因为 0 不 与 任何 顶点 连接 ;也 不 会 连 到 1， 因 为 它 已 经 有 了 一 条 边 〈( 连 
到 8) 并 且 只 能 有 一 条 边 。 所 以 顶点 7 还 要 连 到 2、3、4、5、6 和 布 拉 
加 。 来 吧 。 








这 样 我 们 就 得 到 了 7 的 伴侣 ， 它 就 是 1。 为 什么 呢 ? 因 为 7 与 0 和 1 
之 外 的 所 有 人 者 握手， 但 0 和 8 是 一 对 ， 所 以 没有 其 他 选择 。 我 们 把 它 
们 涂 上 相同 的 颜色 ， 表 明 它 们 是 一 对 ， 继 续 夯 图 中 的 其 他 边 。 











轮 到 顶点 6 了 。6 已 经 有 了 2 条 边 《〈 连 到 7 和 8)， 所 以 我 们 还 要 找 
出 4 条 边 。 我 们 不 能 把 它 连 到 0， 不 能 连 到 1， 也 不 能 连 到 2， 因为 它 
们 都 已 连接 完成 了 :， 只 剩 下 3、4、5$ 和 布 拉 斯 。 画 上 去 吧 。 
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布 拉 斯 





好 了 ， 我 们 画 出 来 了 ， 对 吧 ? 6 的 伴侣 是 2， 因 为 在 3 个 没有 握手 
的 顶点 〈0、1、2) 中 ，2 是 唯一 尚未 配对 的 。 我 们 用 相同 的 颜色 为 这 
一 对 夫妇 着 色 ， 接 下 来 看 5。 

从 顶点 5 出 发 已 经 有 了 3 条 边 ， 所 以 我 们 还 需要 2 条 边 ， 唯 一 可 能 
的 选项 是 4 和 布 拉 斯 。 其 余 的 顶点 已 经 完成 ， 也 就 是 说 ， 它 们 连接 的 边 
数 已 经 和 标记 的 数字 一 样 了 。 





根据 类 似 于 前 面 的 推理 ， 我 们 得 出 结论 ，5 和 3 是 一 对 。 我 们 再 把 
它们 涂 成 相同 的 颜色 。 我 们 不 需要 画 更 多 的 边 了 ， 因 为 所 有 顶点 都 完成 
连接 了 。 
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红 发 元 拉 拉 的 数学 奇想 





好 了 ， 就 是 这 样 。 布 拉 斯 的 麦子 安娜 是 顶点 4， 因 此 ， 她 和 4 个 朋 
友 握 手 致意 ， 和 夯 外 4 个 朋友 贴 面 吻 。 


很 有 意思 ， 不 是 吗 ? 我 们 下 次 再 来 看 必 一 张 图 和 万 一 个 聚会 吧 。 
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24 JPEG 和 你 的 上 自拍 


那 种 喜欢 自拍 ， 让 朋友 们 美 慕 你 的 假期 的 人 吗 ? 要 知 
道 了 数学 ， 这 件 事 才 变 得 如 此 时 曼 ， 并 对 我 们 的 上 日常 
造成 了 这 么 多 破坏 。 对 不 起 ， 凡 事 都 没有 十 全 十 美 。 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 





天 可 能 是 我 们 一 年 中 担 照 最 多 的 时 候 。 我 们 利用 假期 来 “ 惩 到 ” 

我 们 的 熟人 ， 向 他 们 发 送 我 们 所 在 而 他 们 却 无 法 前 来 的 美好 地 点 
的 图 厂 ( 或 者 是 沙滩 上 的 脚 7 耻 子 ， 为 什么 不 呢 )。 为 此 ， 绝 大 多 数 人 宛 
使 用 手机 或 数码 相机 。 不 过 还 有 其 他 方法 ， 不 使 用 这 些 设备 就 可 以 发 送 
图 像 ， 不 过 更 原始 一 点 一 一 明信片 ， 还 记得 吗 ? 


你 想 一 下 ， 我 们 拍摄 的 绝 大 多 数 图 像 部 存储 在 扩展 名 为 “.jpg” 的 
文件 中 ， 但 什么 是 JPG 文件 ? 这 就 是 我 们 今天 要 谈 的 内 容 ， 还 有 数学 在 
其 中 起 到 的 关键 作用 。 











JPG 这 个 名 字 来 日 JPEG， 它 是 联合 图 像 专家 组 (Joint Photographic 
Experts Group) 的 首 字 母 缩写 ， 它 在 20 世纪 90 年 代 设 定 了 一 系列 压缩 
图 像 的 标准 《或 步 又 )， 即 符 试 使 用 相对 较 小 的 空间 来 存储 尽 可 能 多 的 
言 县 。 这 使 我 们 能 够 在 互联 网 上 发 送 并 存储 图 像 〈 占 用 空间 更 小 ) 无 
须 将 所 有 积蓄 都 花 在 硬盘 上 。 我 们 前 面 已 经 党 告 过 ， 要 得 到 一 个 JPG 文 
件 要 用 到 很 多 数学 工具 。 我 们 会 试 着 谈论 这 些 工 具 : 和 矩阵、 余弦、 分 制 
和 伟人 ， 但 它们 难 不 倒 任 何人 。 














我 们 必须 要 了 解 的 第 一 件 事 ， 是 照相 机 如 何 捕捉 图 像 。 最 核心 的 部 
分 是 传 感 带 : 它 有 不 同 的 类 型 ， 但 它 基 本 上 是 一 个 小 型 传 感 带 〈 称 为 感 
光 元 件 ) 网 格 ， 可 以 捕 换 落 在 它们 上 面 的 光线 强度 。 注 意 ， 照 相机 的 传 
感 带 不 捕捉 颜色 ， 只 记录 光 强 。 我 们 的 做 法 是 在 一 些 感光 元 件 上 放置 绿 
色 滤 光 片 ， 在 一 些 感光 元 件 上 放置 红色 渡 光 片 ， 在 男 一 些 感光 元 件 上 放 
置 蓝 色 渡 光 片 。 因 此 ， 每 个 感光 元 件 仅 会 接收 三 基色 〈( 红 、 蓝 、 绿 ) 之 
一 的 兴 《〈 红 色 滤 光 片 仅 接收 红色 的 光 ， 以 此 类 推 )。 感 论 元 件 会 按照 每 
台 照 相机 的 具体 方案 分 组 。 大 多 数 照 相机 使 用 拜耳 阵列 布局 ， 这 非常 
人 简单 : 
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24 JPEG 和 你 的 自拍 











我 们 可 以 看 到 ， 绿 色 感 光 元 件 的 数量 是 其 他 颜色 感光 元 件 的 2 倍 。 
这 是 因为 人 眼 对 绿色 的 敏感 度 差不多 是 蓝 色 或 红色 的 2 倍 。( 这 显然 是 
个 进化 问题 : 因为 长 期 以 来 ， 辨 别 不 同 的 植物 对 人 类 十 分 重要 ， 所 以 绿 


色 很 重要 。) 因此 ， 我 们 的 自拍 中 的 每 个 像素 部 由 阵列 中 的 4 个 感光 元 
Ts 
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每 个 感光 元 件 都 会 给 出 一 个 它 的 颜色 的 光 强 值 ， 用 一 个 0 (感光 元 
件 捕捉 不 到 这 种 颜色 〉 和 255〈 它 捕捉 到 该 颜色 的 最 大 光 强 ) 之 间 的 数 
字 表 示 。 因 此 ， 我 们 可 以 将 图 像 视 为 3 张 表 《每 种 颜色 一 张 )， 我 们 通 
党 称 之 为 “矩阵 ”其 中 每 个 条 目 都 是 0 和 255 之 间 的 数字 。 

















G 


Ll i 











如 朱 我 们 把 这 三 个 矩阵 存储 起 来 ， 就 得 到 了 照相 机 捕获 的 几 像 ， 但 
这 样 的 话 ， 每 张 图 斤 的 文件 都 巨大 无 比 ， 不 会 节省 任何 空间 。 绝 大 多 数 
专业 人 士 和 高 级 业余 爱好 者 使 用 的 RAW 文件 则 确实 (或 多 或 少 地 ) 保 
存 了 这 三 个 矩阵 的 所 有 数值 。 

我 谈 到 了 很 多 关于 矩阵 的 事 ， 你 发 现 了 吗 ? 如 条 有 人 不 记得 或 不 知 
道 的 话 ， 我 来 告诉 大 家 : 和 窍 阵 无 非 就 是 一 张 有 数字 的 表 。 从 照片 中 得 到 
的 一 小 块 矩 阵 是 这 样 的 : 

















3 170 193 168 168 170 167 165 
6 176 158 172 162 177 168 1 
3 167 172 2 2 158 61 145 214 
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3 179 109 174 3 3 133 178 
8 104 180 178 72 197 188 169 
03 3 102 101 160 142 133 139 
Sl 47 03 本 180 191 165 3 
49 53 43 3 184 170 168 74 


是 的 ， 这 是 丰 的 ， 它 比 别人 通过 WhatsApp 发 送 给 我 们 的 许多 照片 
更 漂亮 。 我 仿 题 了， 我 们 继续 讲 。 


JPG 的 关键 是 存储 该 矩阵 (几乎 ) 所 有 的 信息 ， 但 占用 更 小 的 空 
间 。 为 此 ， 要 点 在 于 ， 如 果 一 个 矩阵 里 有 许多 0， 则 存储 它 的 成 本 更 
低 。 如 果 那 些 0 相互 都 很 菲 近 ， 那 就 更 好 了 。 为 什么 呢 ?” 好 吧 ， 因 为 如 
果 需 要 写 16 个 连续 的 0， 我 们 可 以 把 它 简写 为 16(0): 信息 是 一 样 的 ， 
但 这 样 就 只 需要 5 个 字符 ， 而 不 是 16 个 字符 一 一 如 果 你 用 微 博 的 话 就 
会 知道 好 处 在 哪里 。 


那么 ， 如 何在 矩阵 中 得 到 很 多 0， 这 些 0 非常 徘 近 ， 照 片 的 质量 不 
会 损失 ， 而 且 它 是 一 个 (几乎 ) 可逆 的 过 程 ?” 啊 ， 这 就 需要 很 多 数学 工 
其 了 。 


第 一 步 是 从 3 个 初始 矩阵 (红色 、 绿 色 和 蓝 色 〉 出 发 ， 求 出 另外 3 
个 描述 亮度 、 蓝 色 与 红色 的 比例 Cb 以 及 绿色 与 红色 的 比例 的 矩阵 Cr。 
这 只 需要 简单 的 方程 就 可 以 得 出 。 例 如 ， 把 3 种 闫 色 转 化 为 忱 度 ， 由 下 
式 给 出 : 

















Y=0.257XR+0.504XG+0.098XB+16 
(其 中 RR、G、B 分 别 是 红色 、 绿 色 和 蓝 色 和 矩阵 中 给 定 像素 的 值 。) 


为 外 两 个 方程 是 : 


Cb=U=—0.148XR—0.291 XG+0.439xXB+ 128 
Cr=V=0.439XR—0.368XG—0.071 XB+128 
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对 于 


熟悉 


vA 


完成 ， 而 且 我 们 可 以 证 明 它 是 一 个 可 逆 运 算 〈 并 且 很 简单 )。 


有 了 这 三 个 新 矩阵 ， 我 们 将 通过 固定 步 比 ， 把 它们 转换 成 具有 许多 
相互 徘 近 的 0 的 矩阵 。 


首先 ， 我 们 将 每 个 矩阵 划分 为 8X8 的 子 和 矩阵 (JPG 的 8 位 )， 就 像 
我 们 在 本 文 开 头 所 介绍 的 那样 。 然 后 ， 我 们 将 每 个 数字 减 去 127 (这 个 
值 会 根据 不 同 的 亮度 或 颜色 和 矩阵 而 变化 )， 以 便 让 这 些 值 以 0 为 中 心 。 
这 样 ， 我 们 例子 中 的 矩阵 会 变 成 这 样 : 


一 122 
— 121 
一 122 
一 94 
一 119 
一 04 
一 70 
去 ye 








49 
49 

40 

52 

三 的 
= 
-80 
= 





66 
Sl 
45 
42 
53 

= 站 

-64 

-84 
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一 206 
一 122 
一 122 
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和 矩阵 运算 的 人 来 说 ， 这 些 方程 午 可 以 通过 矩 阵 乘 法 和 加 法 


38 

24 

87 

51 

42 

全 
二 
< 


下 一 步 可 能 看 起 来 更 复 淋 ， 但 它 无 非 是 对 每 个 8X8 子 矩阵 中 的 数 








字 应 用 一 个 公式 。 这 个 公式 称 为 “离散 余弦 变换 ”， 与 傅 里 叶 变 换 非 常 
相似 ， 后 者 应 用 于 图 像 或 声音 处 理 等 许多 领域 。 





将 离 


一 27.300 
108.229 
一 27.198 
30.184 
19.300 
= /0.793 
12.078 
41,.132 
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一 213.408 
S1.611 
=3|236 
一 43.070 
8.460 
00.878 

一 19.127 
= 了 8557 


— 149.608 
一 21.344 
一 32.278 
一 90.473 

33.589 
47.441 
60232 

一 73.924 


=09281 
一 230.320 
173.389 
07.134 

二 3 了 3 
一 32.014 
= 
29.294 


散 余 弦 变 换 应 用 于 矩阵 的 结果 是 : 


一 103.7350 
一 8.238 
一 591.141 
一 14.113 
一 30.730 
一 8.193 
一 82.380 
16.451 


一 40.940 
一 24.4935 
一 90.942 
.139 
2.918 
18.132 
一 0.003 
一 23.430 


=38,.717 
=52.037 
4.002 
71.010 
=3.7193 
— 22.994 
8.028 

一 4.213 


21220 
-90.021 
49.143 
18.039 
一 18.387 
6.631 

有 A pe 
13.024 


24 JPEG 和 你 的 自拍 





这 些 值 具有 一 个 特性 ， 就 是 最 重要 的 值 出 现在 矩阵 的 左上 部 分 。 





现在 我 们 只 剩 下 一 步 〈《 加 上 编码 )。 有 一 点 很 重要 ， 就 是 目前 为 止 
我 们 所 做 的 一 切 都 是 可 逆 的 ， 因 此 既 没 有 压缩 也 没有 造成 质量 损失 。 然 
而 ， 下 一 步 确实 会 产生 质量 损失 : 我们 将 得 到 的 矩阵 的 每 个 元 系 除 以 一 
个 数字 《如 果 我 们 要 求 更 高 的 压缩 水 平 ， 这 个 数字 会 更 大 ;， 如 采 我 们 需 
要 更 高 的 质量 ， 这 个 数字 会 更 小 )。 例 如 ， 用 于 50% 压缩 的 值 如 下 : 








16 11 10 16 24 40 S| 61 
12 12 14 19 20 38 60 35 
14 13 16 24 40 57 09 50 
14 17 22 2 S$] 87 80 02 
18 22 37 S56 68 109 103 7 
24 35 55 64 81 104 113 22 
49 64 78 87 103 121 120 101 
72 92 Jy3 98 112 100 105 99 


因此 ， 我 们 把 - 27.500 除 以 16， 四 舍 五 人 为 最 接近 的 整数 (- 2)， 
把 -213.468 除 以 11 得 到 一 19， 以 此 类 推 ， 直 到 得 到 以 下 的 值 : 


一 2 一 19 一 15 一 0 —4 一 ] 一 ] 0 
14 4 一 2 一 13 0 0 一 ] 一 之 
一 之 一 之 一 2 7 —1 一 ] 0 ] 
也 一 3 一 之 2 0 0 1 0 
] 0 | 一 ] 一 ] 0 0 0 
一 3 2 1 —1 0 0 0 0 
0 0 0 = l 0 0 0 
] 0 一 | 0 0 0 0 0 


由 于 我 们 除 以 相对 较 大 的 数 子 ， 许 多 值 都 是 0 (特别 是 矩阵 的 右 下 
角 )， 这 正 是 我 们 想 要 的 。 这 是 我 们 存储 的 矩阵 以 折线 顺序 分 布 )。 当 
然 ， 从 最 后 一 个 矩阵 出 发 ， 我 们 可 以 恢复 所 有 前 面 的 步 纤 ,但 是 ， 由 于 
我 们 在 做 除法 时 进行 了 金 人 ， 我 们 不 会 获得 精确 的 原始 图 像 ， 而 会 获得 
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看 起 来 很 接近 的 图 像 。 


太 棒 了 吧 ? 你 可 以 流下 感动 的 泪水 。 当 有 人 给 我 讲 到 这 个 的 时 候 
我 就 昌 了 。 还 有 其 他 压缩 图 像 的 方法 ， 这 个 方法 尽管 不 是 最 高 效 的 ， 
却 是 最 第 用 的 。 例 如 ， 联 合 图 像 专家 组 已 经 发 布 了 一 种 名 为 JPEG 2000 
的 新 方法 ， 使 用 了 比 离散 余弦 变换 更 复杂 的 工具 。 不 过 这 个 还 是 改天 
再 讲 吧 。 




















好 啦 ， 你 可 以 继续 拍 度假 照片 啦 。 
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利用 给 顶点 着 色 的 图 ， 我 们 提出 了 一 个 解数 独 和 制作 新 数 
独 的 策略 。 你 想 试 试 吗 ? 
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冬 论 几 乎 可 以 应 用 于 任何 领域 ， 我 们 已 多 次 说 过 了 : 从 揭露 社交 网 
二 | 络 主页 上 的 奇怪 现象 ， 到 开发 品尝 食品 的 方法 ， 从 安排 婚礼 宴会 
而 不 会 引发 冲突 ， 到 让 《权力 的 游戏 》 中 的 卡 丽 辕 走 下 王座 …… 我 再 说 
一 次 ， 它 《几乎 ) 可 以 应 用 于 一 切 。 然 而 ， 图 论 最 引 人 注 目的 应 用 之 一 
与 图 和 一 盒 彩 色 铅 笔 有 关 。 


夏天 ， 有 些 人 在 度假 时 ， 往 往 会 遇 到 这 种 情况 : 除非 打算 在 15 天 
内 玩 过 4 个 国家 ， 把 日 己 搞 得 精 疲 力 竟 (20 世纪 60 年 代 末 有 一 部 电影 
《如 果 星 期 二 ,一 定 是 在 比利时 》 讲 的 就 是 这 种 情况 )， 否 则 我 们 不 知道 
该 如 何 填 满目 己 的 时 间 。 有 那么 几 个 小 时 《或 在 全 家 出 行 时 ) 我 们 会 诉 
诸 手 头 能 找到 的 第 一 个 消 遗 。 其 中 一 个 就 是 数 独 〈 如 末 你 没 玩 过 这 个 游 
戏 的 话 ， 我 或 励 你 斌 一下， 老实 次 ， 它 还 挺 有 意思 )。 人 今天， 我们 将 学 
习 使 用 图 和 彩色 铅笔 来 解决 《和 设计 ) 数 独 。 也 许 有 人 想 知 道 ， 是 否 有 
目 动 化 方法 来 解数 独 ， 是 否 有 计算 机 程序 可 以 在 转眼 之 间 解 决 它 们 。 事 
实 是 ， 是 的 ， 有 几 种 可 以 解数 独 的 程序 ， 但 我 们 今天 要 提出 的 方法 不 仅 
可 以 解数 独 ， 还 可 以 设计 数 独 。 














我 们 的 想法 是 将 数 独 视 为 一 个 图 〈 就 像 我 们 在 谈论 友谊 迟 论 、 多 
数 错 沉 或 《权力 的 游戏 》 时 用 到 的 那 种 网 )。 几 包含 一 组 点 ， 我 们 称 之 
为 顶点 ; 还 有 两 两 连接 其 中 一 些 点 的 线 ， 我 们 称 之 为 边 。 你 可 以 想 想 
Facebook 的 例子 : 每 个 用 户 都 是 一 个 项 点， 社交 网 络 中 互 为 好 友 的 两 个 
用 户 将 被 一 条 边 连 起 来 。 现 在 让 我 们 看 看 如 何 通 过 数 独 构建 图 ， 以 及 如 
何 给 项 点 看 色 来 解数 独 。 


为 了 展示 这 一 过 程 ， 我 会 用 一 个 4X4 的 儿童 版 数 独 。 我 所 说 的 一 
切 对 于 普通 的 9X9 数 独 都 是 有 效 的， 但 是 解释 起 来 比较 麻烦 ， 我 们 可 
能 会 迷失 在 错综复杂 的 顶点 和 边 中 。 假 设 我 们 有 一 个 非常 简单 的 数 独 ， 
如 下 页 图 。 
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我 们 想 把 它 和 一 个 图 关联 起 来 。 这 个 想法 很 简单 :首先 构建 一 个 
所 谓 的 “基础 数 独 ”， 也 就 是 一 个 空 的 数 独 ， 我 们 稍 后 再 添加 限制 。 
那么 我 们 的 图 将 有 16 个 顶点 ， 编 号 从 0 到 15〈 图 中 每 个 方块 对 应 一 个 
编写 )。 


©OO OO 
OOOO 
©OQO 
OO@OOO 








现在 我 们 用 边 把 格子 0 对 应 的 顶点 与 所 有 和 它 数 字 不 相同 的 格子 
对 应 的 顶点 连接 起 来 ， 与 它 同 一 行 (最 上 面 一 行 ) 的 顶点 、 与 它 同一 列 
(最 左 一 列 ) 的 顶点 和 与 它 在 同一 个 田 字 格 (左上 角 ) 的 顶点 。 
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对 所 有 顶点 重复 这 个 过 程 就 可 以 得 到 下 图 ， 这 就 是 我 们 所 说 的 基础 
数 独 图 。 














虽然 它 看 起 来 很 复杂 ， 但 这 个 图 对 于 计算 机 来 说 非常 简单 。9X9 数 
独 的 解法 也 是 一 样 的 。 


现在 要 用 上 彩色 铅笔 。 我 们 的 方法 是 给 图 中 的 项 点 看 色 一 一 如 来 
两 个 顶点 共 邓 一 条 边 ， 则 它们 的 颜色 不 能 相同 。 例 如 ， 在 为 婚礼 宴会 安 
排 昌 子 时 ， 我 们 可 以 为 顶点 春色 来 表示 不 相 容 天 系 ， 如 下 页 图 所 示 。 
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安娜 阿姨 





姐夫 罗 萨 里 奥 
情 政 老板 
时 晓 表 妹 相亲 对 和 象 





这 个 思路 是 用 4 种 颜色 为 基础 数 独 岁 春色 ， 给 每 种 颜色 安排 一 个 
数字 ， 从 而 得 到 一 个 数 独 。 有 趣 的 是 ， 对 于 每 种 不 同 的 着 色 方 法 ， 我 们 
都 可 以 得 到 一 个 不 同 的 数 独 ， 我 可 以 疝 你 保证 ， 得 到 的 数 独 有 很 多 。 


要 解决 示例 中 的 数 独 ， 则 需要 回 基 础 图 里 添加 新 的 边 。 我 们 注意 
到 ， 如 末 想 让 两 个 格子 里 的 数字 不 同 ， 那 么 它们 对 应 项 点 的 颜色 必须 不 
同 。 这 很 简单 : 只 需 用 边 连 接 这 两 个 顶点 ， 就 可 以 确保 它们 永远 不 会 被 
分 配 相同 的 颜色 。 








求解 数 独 基础 图 项 点 


在 我 们 的 例子 中 ， 基 础 图 的 顶点 1 应 当 连 接 到 顶点 11， 以 便 它们 
被 分 配 不 同 的 颜色 。 在 基础 图 中 ，1 已 经 和 2、4、13 连 起 来 了 。 同 样 ， 
我 们 应 该 将 基础 图 中 的 顶点 2 与 4 和 13 连接 ， 以 确保 它们 的 颜色 不 同 
(从 2 连 到 1 和 14 的 边 已 经 在 基础 数 独 图 中 了 )， 以 此 类 推 。 
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接 下 来 的 一 步 ， 也 是 最 后 一 步 ， 就 是 数字 相同 的 格子 对 应 的 顶点 应 
该 涂 有 相同 的 颜色 。 为 此 ， 看 一 下 我 们 的 例子 ， 我 们 希望 基础 图 的 顶点 
1 和 14 具有 相同 的 数字 (1) 或 相同 的 颜色 (深蓝 色 )。 怎 么 做 呢 ? 思 
考 -一 下 。 





广汉 如 下 


实际 上 ， 如 果 把 项 点 1 与 和 顶点 14 同 在 一 行 的 3 个 格子 都 用 边 连 
起 来 ， 那 我 们 就 得 到 结果 了 : 这 3 个 顶点 都 不 能 和 顶点 1 颜色 相同 〈 深 
蓝 色 )， 顶 点 14 束 只 有 一 个 选择 一 一 深蓝 色 ， 和 顶点 1 一样 。 








也 就 是 说 ， 我 们 要 添加 将 顶点 1 与 顶点 12 和 15 连接 起 来 的 边 ， 
为 从 1 连 到 13 的 边 已 经 在 基础 网 中 了 。 如 果 顶 点 12、13 和 15 都 和 1 
连接 ， 那 么 它们 都 不 可 能 是 深蓝 色 ， 阁 蓝 色 就 只 能 分 配给 14。 是 的 ， 
它 非 常 深 亮 ， 我 知道 。 





求解 数 独 基础 图 项 点 


我 们 现在 必须 让 顶点 4 和 13 颜色 一 样 ， 再 重复 一 次 上 述 方法 就 可 
以 了 。 最 后 ， 顶 点 2 和 11 也 应 颜色 相同 。 





将 这 6 条 新 边 添加 到 基础 图 中 时 ， 只 需要 但 循 下 面 的 规则 为 图 中 的 
顶点 春色 : 不 要 使 用 4 种 以 上 的 颜色 ， 而 且 相 同 颜色 的 顶点 之 间 不 能 
边 连接 。 
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是 的 ， 我 知道 ， 你 可 能 觉得 这 个 数 独 例子 有 更 下 接 的 解决 方法 ， 也 
许 是 这 样 。 但 是 ， 这 种 方法 很 容易 利用 计算 机 实现 ， 因 此 它 能 够 在 几 秒 
钟 内 设计 和 解决 更 大 的 数 独 。 而 且 ， 在 酒吧 里 炫 光 的 时 候 ， 这 种 方法 也 
显得 更 有 创意 ， 不 是 吗 ? 
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近 情 人 市 的 时 候 ， 你 常 第 会 在 许多 媒体 上 看 到 一 些 文章， 试图 把 
任何 事物 都 和 爱情 联系 起 来 《有 人 句 话 说 爱情 的 救世 界 ， 此 言 不 虚 
啊 )。 而 我 也 不 想 沙 伍 。 是 的 ， 我 就 是 这 样 。 














虽然 有 人 说 他 们 已 经 找到 了 一 个 预测 爱情 持续 时 间 的 公式 ， 但 是 
坦 日 说 ， 从 数学 的 角度 来 看 ， 我 说 不 好 这 是 否 严 谍 。 所 以 我 不 打算 使 用 
数 或 方程 来 量化 我 们 喜欢 别人 的 或 别人 豆 欢 我 们 的 感情 ， 而 是 提出 一 个 
儿 何 挑战 一 一 我 说 的 不 是 爱情 ， 而 是 礼物 的 大 小 。 人 尽管 下 页 图 中 的 礼物 
是 心 形 的 ， 但 我 们 还 是 看 一 个 更 简单 的 例子 吧 : 把 方 盒子 礼物 用 纸 包 起 
来 。 也 就 是 说 ， 我 们 要 包装 的 礼物 是 一 个 立方 体 : 一 个 正六 面体 ，6 个 
面 都 是 正方 形 的 多 面体 。 























假设 我 们 的 礼物 是 一 个 边 长 为 1 米 的 立方 体 ( 是 的 ， 它 是 一 份 
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26 ”用 更 少 的 纸 包 装 礼 物 











“大 ” 礼 ， 绝 对 不 是 戒指 )， 要 用 一 张 矩 形 包 闭 纸 来 包 庄 它 。 注 意 ， 我 们 
什么 时 候 都 不 能 瘟 纸 。 我 们 没有 藤丸 ， 也 不 能 用 手 撕 。 问 题 是 ， 能 包 右 








这 个 立方 体 的 矩形 纸 的 最 小 面积 是 多 少 ? 请 记 住 ， 绝 对 不 能 剪纸 。 


先 来 想 一 想 。 如 果 立 方 体 的 边 长 为 1 米 ， 那 么 必 
须 盖 住 的 6 个 面 的 总 面积 是 6 平方 米 。 所以， 我 们 
需要 一 个 面积 为 至 少 6 平方 米 的 矩形 才能 包 住 它 。 
但 是 ， 如 琳 不 衣 开 6 平方 米 的 矩形 就 不 能 包 住 
和 礼物， 永远 不 行 。 因 为 ， 这 要 求 这 个 立方 体 的 
展开 图 刚好 是 一 个 面积 为 6 平方 米 的 矩形 ， 而 
这 是 不 可 能 的 。 这 就 意味 看 我 们 需要 一 张 面积 
超过 6 平方 米 的 矩形 纸 。 
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另 一 方面 ， 边 长 为 1 米 的 立方 体 的 展开 图 需要 一 个 面积 为 12 平方 
米 的 和 矩形。 好 吧 ， 如 有 果 立 方 体 的 展开 图 能 够 放 入 和 矩形 里 ， 那 么 只 需要 把 
这 张 矩 形 的 纸 与 立方 体 一 起 重新 逆 起 来 就 可 以 了 。 





好 ， 我 们 已 经 知道 这 个 矩形 的 最 小 面积 在 6 到 12 平方 米 之 间 。 有 
点 意思 了 ， 对 吧 ”? 








能 够 包 右 这 个 立方 体 礼 物 的 最 小 面积 是 多 少 ? 答案 不 存在 ， 不 要 这 
样 看 春 我 ， 千 真 万 确 ， 最 小 的 面积 不 存在 ， 这 是 事实 。 如 朱 你 给 我 任何 
一 张 面积 在 6 到 12 平方 米 之 间 ， 并 且 能 够 包 右 立方 体 的 矩形 纸 ， 我 都 
能 找到 一 个 能 够 包 囊 礼物 且 面 积 更 小 的 官 形 。 怎 么 做 呢 ? 我 来 告诉 你 。 

我 们 来 看 看 上 一 张 立 方 体 的 展开 图 。 我 们 已 经 说 过 ， 很 明显 ， 如 
末 我 们 能 够 用 矩形 完全 获 关 这 个 展开 图 ， 只 要 在 重新 组 装 立方 体 时 市 上 
它 ， 就 可 以 把 礼物 包 起 来 。 

我 们 要 用 的 是 一 个 非常 长 且 非 项 细 的 矩形 ， 像 蛇 一 样 ， 我 们 将 用 下 
页 图 中 的 方法 覆盖 立方 体 的 展开 图 。 
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用 “ 蛇 ” 和 覆盖 立方 体 展开 图 的 第 一 步 。 





这 个 矩形 “ 蛇 ” 的 面积 是 多 少 ? 这 取决 于 “ 蛇 ” 的 宽度 (有 人 在 我 
们 的 数学 诛 竺 后 排 喊 站 )， 是 的 。 如 采 我 们 将 宽度 记 为 不 ， 那 么 不 难 验 
证 ， 窗 盖 这 个 立方 体 所 用 的 面积 是 6+ 6 奈 平 方 米 。 





第 一 项 6 是 被 覆盖 的 立方 体 6 个 面 的 面积 。 第 二 项 6 是 从 哪里 来 
的 呢 ? 这 是 超出 立方 体 展开 图 部 分 的 面积 ， 即 让 这 条 “ 蛇 ” 转 这 并 继续 
包 囊 礼物 的 地 方 。 如 上 图 所 示 ， 它 超出 了 上 下 6 条 长 度 为 1 米 的 边 ， 由 
于 我 们 看 到 的 这 些 三 角形 是 双 层 的 ， 因 此 “ 蛇 ” 苇 在 自己 里 上 。 在 每 
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一 条 边 上 ， 超 出 的 部 分 面积 都 是 1〈 立 方 体 边 长 ) X 玉 ( 蛇 形 的 宽度 )。 
这 意味 着 蛇 形 越 罕 ， 我 们 包 夺 立方 体 所 需 的 矩形 面积 就 越 小 。 虽 然 我 们 
无 法 选择 宽度 为 0 的 蛇 形 ， 但 是 无 论 选择 包 六 礼品 的 矩形 纸 面积 有 多 
小 ， 我 们 总 能 找到 更 小 的 纸 ; 因为 无 论 我 们 选择 多 小 的 正 数 ， 总 是 可 以 
找到 更 小 的 正 效 。 太 有 意思 了 ， 不 是 吗 ”? 








让 我 告诉 你 ， 这 个 问题 是 我 的 朋友 、 日 本 东 束 理科 大 学 的 秋山 仁 告 
诉 我 的 。 他 是 世界 上 最 著名 的 数学 科普 者 之 一 ， 总 是 教 我 一 些 非常 迷人 
的 东西 。 
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27. 厨 垂 圈 与 缝 幼 机 


我 郑 道 很 少 有 有 太 有 自 己 做 衣服 了 ， 这 可 能 会 让 我 们 认为 络 幻 
机 时 目 无 多 ,但 这 议 现 实 差 得 不 能 再 远 了 。 虽 然 我 们 可 以 拥有 
数字 图 书 、“ 庶 拟 信和 帅 、 胶 有 过 食品 ,但 衣服 总 是 要 做 的 。 
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然 两 者 在 表面 上 没什么 联系 ， 但 缝 幼 机 其 实 涉及 很 多 数学 知识 ， 
5 ( 别 走 别 走 ， 我 会 解释 的 )。 简 而 言 之 一 一 我 的 拓扑 
朋友 们 不 要 生气 一 一 拓扑 学 是 数学 的 一 个 分 文 ， 它 人 研究 的 是 对 和 象 的 内 在 
属性 。 也 就 是 说 ， 在 拓扑 学 中 ， 加 和 方 是 一 回 事 一 一 它们 都 是 由 曲线 包 
围 的 平面 。 实 际 上 ， 半 径 为 1 厘米 的 圆 在 拓扑 结构 上 与 半径 为 1 和 干 米 的 
圆 一 样 : 它们 无 非 是 由 曲线 包围 的 平面 。 


我 们 可 以 说 ， 对 于 拓扑 学 家 而 言 ， 几 何 物体 就 像 橡皮 泥 一 样 ， 如 果 
你 既 不 撕 裂 也 不 黏合 驶 可 以 将 一 个 物体 变形 成 妃 一 个 物体 ， 那 它们 就 是 
同一 个 物体 。 你 肯定 听 说 过 拓扑 学 家 分 不 清 甜 甜 圈 和 咖啡 杯 的 笑话 ， 对 
吧 ? 关 点 在 于 无 须 揣 裂 和 黏合 ， 研 甜 疾风 可 以 变形 成 杯子 。 


SA@SQ© 


说 到 友 ， 折 扑 是 我 最 喜欢 的 数学 分 文 ， 因 为 它 与 形状 和 大 小 无 天 ， 
重要 的 是 内 在 ， 就 像 《 美 女 与 野兽 》 的 故事 一 样 。 拓 扑 学 还 研究 了 如 何 
打 一 个 结 或 多 个 结 ， 即 所 请 的 纽 结 理论 (如 有 果 只 有 一 根 强 ) 或 编织 理论 
《如 采 有 多 根 绳 )。 




















许多 拓扑 诉 戏 都 基于 这 些 理论 。 例 如 ， 众 所 周知 ， 如 和 不 断 开 其 中 
一 个 环 ， 两 个 相 套 的 环 就 无 法 分 开 。 某 些 魔术 把 戏 或 六 题 就 是 基于 这 一 
太 形 成 的 ， 比 如 选 出 两 个 人 ， 在 他 们 的 手腕 上 部 挫 上 绳子 ， 并 让 两 根 强 
子 交 缠 在 一 起 ， 而 他 们 则 要 试 春 把 绳子 分 开 。 








拓扑 还 研究 如 何 把 一 种 形状 变 为 为 一 种 形状 ， 比 如 一 两 个 人 在 操场 
上 玩 的 翻 花 绳 游戏 。 
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27 研 甜 图 与 缝 幻 机 


但 是 这 一 切 与 缝 纠 机 有 什么 关系 呢 ? 关系 可 不 少 ， 因 为 机 需要 试 厦 
把 线 编织 起 来 ， 还 要 防止 它们 日 后 松 脱 。 从 茶 种 意义 上 说 ， 缝 幼 机 的 发 
展 历史 反映 了 试图 解决 一 件 在 拓扑 上 不 可 能 的 事 : 把 一 根 或 多 根 松 散 的 
线 编 织 起 来 ， 还 要 让 和 针脚 不 会 松 胶 。 最 初 的 缝 纪 机 使 用 一 根 线 编织 ， 如 
TAS 





当然 ， 这 个 针脚 不 会 产生 任何 拓扑 问题 ， 因 为 它 并 没有 打 结 。 也 就 
是 说 ， 你 只 要 拉动 图 中 线 的 右 端 ， 针 脚 就 会 松 开 。 从 拓扑 的 角度 来 看 ， 
这 是 一 种 解脱 ,但 从 缝 纪 的 角度 来 看 ， 这 却 是 一 个 问题 ， 因 为 以 这 种 方 
陈 生 产 的 衣服 会 被 拆 开 ， 我 们 对 它 训 无 信心 。 但 实际 上 ， 这 种 机 融 的 设 
计 非 党 简单 ， 而 且 非 党 可 蚕 ， 人 们 仍然 把 它 应 用 于 有 茶 些 工业 ， 例 如 生产 
烧烤 用 的 木 妖 袋 。 


缝 幼 机 的 技术 飞跃 发 生 在 不 到 200 年 前 (1830~1850 年 )， 当 时 人 
们 发 明了 使 用 两 根 线 的 缝 幼 机 ， 把 两 根 线 编织 在 一 起 ， 如 下 页 图 所 示 。 
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虽然 乍 看 起 来 ， 要 获得 上 图 中 的 结果 是 不 可 能 的 ， 但 诀窍 是 线 轴 
(引导 下 面 的 底线 ) 没有 固定 到 机 此 的 其 余部 分 上 。 在 进行 此 类 缝 急 的 
第 一 合 机 需 中 使 用 了 “ 阿 基 米 德 螺 线 ”， 这 是 一 种 将 圆周 运动 转换 为 线 
性 运动 的 机 构 。 


然而 ， 人 们 后 来 使 用 了 男 一 种 不 需要 这 种 转换 的 拓扑 技巧 ， 而 且 它 
更 可 徘 ; 它 用 到 了 一 个 齿轮 。 


无 论 如 何 ， 不 要 相信 这 个 领域 的 一 切 都 已 经 发 明 好 了 。 因 为 即使 在 
今天 ， 我 们 仍 在 人 研究 如 何 防 止 针脚 松 胶 ， 还 有 新 的 专利 设计 来 让 针脚 更 





本 文 的 灵感 来 自 Tony Phillips, Math and the Sewing Machine。 


ol / 





。 ”28 “可 爱 ” 的 病毒 


入 





数学 存在 于 我 们 生活 的 方方面面 ， 这 很 显而易见 。 但 不 那 
么 显而易见 的 是 ， 它 对 病毒 及 其 DNA (或 RNA) 的 几何 形状 
也 有 很 大 影响 。 
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^ 们 曾 多 次 谈 到 数学 如 何 玫 助人 们 研究 疾病 。 今 天 ， 我 们 要 来 谈 谈 
病毒 的 形状 。 


科学 家 们 知道 ， 目 然 界 产 生 的 物体 通常 具有 非常 特殊 的 几何 形状 ， 
我 们 可 以 从 中 得 出 惊人 的 结论 。 比 如 ， 我 们 可 以 将 不 同 鸟 类 的 栖 肯 地 类 
型 与 乌 蛋 的 形状 联系 起 来 。 比 起 其 他 目 然 物体 ， 乌 重 的 几何 形状 相对 简 
单 。 但 有 一 种 形式 也 很 简单 ， 却 吸引 了 大 批 研究 人 员 一 一 病毒 ， 它 们 具 
有 非常 特别 的 对 称 性 。 


事实 上 ， 根 据 一 篇 文章 《其 中 一 位 作者 是 西班牙 巴塞 罗 那 大 学 的 大 
卫 ' 雷 格拉 教授 ) 中 发 表 的 结果 ， 许 多 病毒 都 是 二 十 面体 形式 。 如 果 想 
了 解 病毒 的 行为 《为 了 和 它 斗 争 )， 了 解 其 属性 和 结构 至 关 重 要 。 为 此 ， 
我 们 研究 了 衣 壳 ”的 各 种 要 素 的 组 合 方式 ， 有 和 多少 个 结 ， 是 什么 类 型 ， 
以 及 这 些 信息 以 什么 方式 带 助 有 效 地 抗 病毒 。 
































生物 学 家 知道 ， 许 多 病毒 在 显微镜 下 呈现 出 非常 接近 球体 的 形状 。 
但 神秘 之 处 在 于 ， 几 乎 所 有 衣 壳 (和 窗 羡 由 DNA 或 RNA 构成 的 基因 组 
的 蛋白 质 结构 都 具有 一 种 非常 特殊 的 形状 : 它们 不 是 完美 的 球体 ， 
而 更 接近 二 十 面体 (由 20 个 三 角形 面 构成 的 多 面体 )。 为 什么 是 二 十 
面体 呢 ? 


在 继续 之 前 ， 我 们 必须 说 明 ， 二 十 面体 确实 是 球体 的 一 个 很 好 的 
近似 ， 但 还 有 更 好 的 。 二 十 面体 由 20 个 三 角形 组 成 (可 以 用 其 他 具 
有 相同 对 称 性 的 图 形 构 成 近似 多 面体 ，。 三 角形 越 多 ， 多 面体 就 越 接 
近 球 体 。 




















QD 病毒 的 蛋白 质 外 这， 用 于 包 庄 病毒 的 遗传 物质 。 
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100 A 
病毒 衣 壳 (a) 在 电子 显微镜 中 观察 到 的 几何 表示 〈b) 


为 了 回答 “为 什么 是 二 十 面体 ”这 个 问题 ， 科 学 家 们 提出 了 不 同 的 
模型 ， 以 预测 病毒 衣 有 元 应 呈现 何 种 形状 。 这 些 模型 的 基本 思想 是 试图 找 
到 每 种 和 强 有 质 〈 形 成 衣 元 结构 的 重 日 质 ) 对 应 的 方程 式 以 及 它们 之 间 的 
联系 。 


讲 一 个 更 日 党 的 例子 吧 ; 假设 我 们 有 一 系列 由 弹 沾 连接 的 刚性 物 
体 ， 其 中 一 些 被 固定 住 了 ， 就 像 洗 衣 机 的 深 简 一 样 。( 深 人 简 由 弹 跑 文 
掺 ， 人 允许 在 洗涤 或 脱水 时 有 一 定 的 运动 ， 因 为 如 打 它 被 刚性 地 连接 在 
洗衣 机 的 机 号 上 ， 那 么 滚 简 的 离心 运动 会 对 我 们 心爱 的 家 用 电 顺 造成 
严重 损坏 。) 每 个 弹簧 的 物理 特性 决定 了 方程 ， 而 且 考 虑 到 洗衣 机 人 允许 
的 最 大 人 负 集 (衣服 和 水 )， 其 平衡 是 由 合适 的 张力 取得 的 。 对 于 病毒 而 
言 ， 徐 盖 它 们 的 集 日 质 束 是 弹 党 ， 而 且 每 一 个 集 日 质 都 具有 其 日 映 的 
特征 。 研 究 人 员 会 用 方程 来 表示 这 些 特征 。 一 旦 得 到 方程 式 ， 他 们 驶 
可 以 用 计算 机 来 模拟 近似 系统 的 行为 ， 因 为 一 般 来 说 ， 它 们 无 法 得 到 
精确 形式 的 解 。 
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好 吧 ， 似 乎 我 们 已 经 得 出 绪论， 如果 病 毒 衣 有 元 中 只 有 一 种 重 日 质 ， 
那么 它 不 会 形成 二 十 面体 的 形式 ; 但 如 果 有 不 止 一 种 重 日 质 (对 于 大 多 
数 病 毒 都 是 如 此 )， 这 种 几何 结构 可 以 在 球体 的 理想 形状 和 构成 病毒 衣 
元 的 重 上 白质 的 折 县 能 力 之 间 达 到 平衡 ， 从 而 实现 最 佳 结构 。 太 厉害 了 ， 
不 是 吗 ? 每 当 我 遇 到 这 种 类 型 的 研究 ， 我 就 起， 我们 的 宇宙 本 吴 就 如 此 
迷人 ， 我 们 为 什么 还 要 相信 和 想象 出 来 的 东西 呢 ? 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 








人 多 人 都 有 这 样 的 刻板 印象 : 数学 家 肯定 是 个 井井有条 的 人 。 不 ， 

相信 我 ， 从 来 都 不 是 这 样 的 。 不 过 ， 在 许多 实际 问题 的 推动 下 ， 
数学 确实 在 研究 与 整理 物品 相关 的 问题 。 特 别 是 随 着 计算 机 科学 的 出 
现 ， 为 也 省 时 间 和 磁盘 空间 ， 人 们 有 了 智能 和 高 效 存 储 和 整理 数据 的 
需求 ， 随 之 产生 的 这 些 应 用 彻底 改变 了 我 们 的 生活 。 














从 这 个 意义 上 说 ， 一 个 非 稼 复杂 的 问题 “NP 困难 ”问题 〉 束 是 所 
谓 的 “次 箱 问题 “次 箱 问题 ”的 目的 是 使 用 尽 可 能 少 的 箱子 ， 来 存储 
一 系列 形状 、 大 小 不 同 的 物体 。 如 果 你 搬 过 家 的 话 ， 你 就 知道 我 在 说 什 
么 了 。 你 肯定 会 同意 我 的 看 法 : 这 个 问题 一 看 上 去 就 很 复杂 。 不 过 还 有 
为 一 个 与 整理 相关 的 问题 ， 它 似乎 更 容易 解决 ， 但 如 末 解 决 方法 不 够 巧 
妙 ， 我 们 要 花 的 时 间 束 可 能 长 得 多 ， 比 如 整理 试卷 。 是 的 ， 想 象 一 下 你 
必须 按 字 母 顺 序 为 4000 张 试卷 〈 比 如 高 考试 卷 ) 排序 ， 你 会 怎么 做 ? 


当 你 提出 这 个 问题 时 ， 很 多 人 会 奇怪 地 看 着 你 ， 就 好 像 在 说 :“ 可 
怜 人 ……” 因 为 他 们 和 觉得 这 没有 什么 神秘 之 处 : 你 每 次 只 需要 拿 出 一 张 
考卷 ， 然 后 按照 字母 顺序 看 看 已 排 好 的 一 车 试 卷 ， 找 到 合适 的 位 置 把 它 
放 进 去 就 行 了 。 


是 的 ， 你 确实 可 以 这 么 做 。 谈 到 排序 算法 时 ， 我 们 把 这 种 方法 称 为 
插入 排序 法 。 为 了 简化 例子 ， 我 们 用 数 来 标记 试卷 ， 这 是 一 个 从 低 到 高 
排列 数 的 问题 。 


























插入 排序 法 是 这 么 工作 的 : 假设 我 们 必须 把 下 面 的 数 从 最 小 到 最 大 
排列 ， 


{5, 3, 1, 6, 4, 2} 


按照 插入 排序 法 ， 我 们 从 5 开始 ， 比 较 它 和 下 一 个 数 3， 因 为 5 更 大 ， 
我 们 把 两 个 数 交 换 。 再 比较 1 和 前 面 的 数 $S， 因 为 5 更 大 ， 交 换 。 再 比 
较 1 与 前 一 个 数 3， 再 次 交换 。 我 们 已 经 排 好 了 前 3 个 数 。 我 们 比较 $ 
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和 下 一 个 数 6， 什 么 也 不 用 做 。 现 在 看 6， 我 们 比较 它 与 下 一 个 数 4， 
然后 交换 。 现 在 我 们 就 得 到 了 {1, 3, 5, 4, 6, 21， 而 4 还 需要 再 交换 一 次 
找到 自己 的 位 置 ， 得 到 {1, 3, 4, 5, 6, 2}。 接 下 来 比较 6 与 下 一 个 数 2， 
我 们 进行 必要 的 交换 ， 让 2 找到 自己 的 位 置 。 在 下 图 中 我 们 逐步 列 出 了 
所 有 交换 。 





一 一 一 一 一 一 一 GoiCOIiIONOI 
DOO NO OO 
CD IE 上 上 上 上 IO ON 一 
上 上 Ion CO O CO CO O) 
OO OOGO OO 上 上 人 上 人 
G) G) GO) OO) ON 己 P 己 


步骤 很 多 ， 对 吗 ? 这 才 只 有 6 张 考卷 …… 是 的 ， 这 是 一 种 相当 慢 的 
方法 。 在 算法 语言 中 ， 我 们 说 这 种 方法 具有 wn 量 级 的 复杂 度 ， 也 就 是 
说 ， 如 果 我 们 有 个 数据 (试卷 、 数 字 ……) 要 排序 ， 我 们 需要 进行 nn 
量 级 操作 。 这 意味 着 ，10 个 数字 对 应 的 量 级 就 是 100，100 个 数字 对 应 
的 量 级 就 是 10 000， 而 要 排序 1000 个 数据 就 需要 100 万 次 操作 。 这 太 














当然 有 人 会 提出 这 样 的 建议 : 找 出 最 小 的 数 ， 把 它 放 在 第 一 位 ;在 
剩 下 的 数 里 面 再 找 出 最 小 的 ， 把 它 放 在 第 二 位 ;在 剩 下 的 数 里 面 再 找 出 
最 小 的 ， 把 它 放 在 第 三 位 …… 是 的 ， 也 可 以 这 样 做 。 而 它 也 需要 nw 量 
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级 的 操作 ， 和 搬入 排序 法 一 样 。 


妈妈 会 怎么 做 呢 ? 你 要 知道 的 第 一 件 事情 是 ， 你 可 以 得 到 的 最 好 的 
解决 方法 是 用 nlog(n) 次 操作 实现 排序 ， 其 中 log(n) 是 n 以 2 为 底 的 对 
数 。 人 们 已 经 证 明 无 法 做 得 更 好 了 ， 至 少 用 今天 的 计算 机 是 这 样 的 。 




















但 这 个 操作 数 〈 以 及 完成 操作 所 需 的 时 间 ) nlog(n) 要 比 n 小 得 
多 。 比 如 ， 对 于 10 个 数 来 说 ，nlog(n) 的 算法 要 执行 大 约 10Xlog(10) = 
10X3.321928 次 操作 ， 差 不 多 是 34 次 ， 而 不 是 100 次 ; 对 于 100 
个 数 来 说 ， nlog(n) 的 量 级 是 100Xlog(100) = 100X6.643856， 大 约 
是 665( 相 比 之 下 , mw 是 10 000); 而 如 果 有 1000 个 数 ， 其 量 级 为 
1000Xlog(1000) = 1000X9.965784， 约 等 于 10 000， 而 关 量 级 则 是 100 
万 。 我 希望 这 能 说 服 我 们 采用 nlog(n) 而 不 是 rw 的 方法 来 排序 。 


按 字 母 顺 序 给 试卷 排序 ， 或 把 一 列 数字 从 小 到 大 排序 的 最 优 nlog(n) 
方法 基于 所 谓 的 “分 而 治之 ”的 思路 。 该 方法 把 试卷 分 成 儿 琶 ， 把 每 一 
二 按照 字母 顺序 排序 ， 最 后 将 它们 正确 地 合并 起 来 ， 得 到 完整 的 排序 。 
在 算法 上 ， 这 被 称 为 “合并 排序 ”算法 。 


让 我 们 看 看 如 何 给 同一 组 数 排序 : 








1 
首先 ， 把 它 尽 可 能 分 成 几 个 小 集合 : 


{5, 3} {1, 6} {4,2} 


{3, 5} {1, 6} {2,4} 


现在 合并 前 两 个 集合 ， 比 较 它 们 中 的 第 一 个 数 并 选择 最 小 的 数 : 





{3, 3} {1,6} 
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1 小 于 3， 把 1 放 在 第 一 位 : 


(3, 5 {6} 一 {1} 
再 比较 每 个 列表 中 的 第 一 个 数 ， 把 它 放 在 第 二 位 ， 这 回 是 3: 








WO 





{1, 3, 5, 6} 
现在 合并 {1, 3, 5, 6} 和 {2, 4}: 


{1, 3, 5, 6} 和 {2, 4} — {1} 
{3, 5, 6} 和 {2, 4} ~ {1,2} 
{3, 5, 6} 和 {4} 一 {1, 2, 3} 
{5, 6} 和 {4} 一 {1, 2, 3, 4} 


既然 只 剩 下 一 个 集合 {5, 6}， 我 们 把 它 放 在 最 后 : 


{1, 2, 3, 4, 5, 6} 





也 许 这 个 例子 太 简 单 ， 你 看 不 出 有 什么 差异 ， 但 是 相信 我 ， 如 末 
有 30 张 以 上 的 考卷 ， 这 种 方法 比 插 入 排序 法 快 得 多 。 我 们 把 这 种 算法 ， 
也 就 是 合并 排序 法 ， 归 功 于 约翰 ' 冯 ' 诡 伊 曼 ， 他 是 20 世纪 最 杰出 的 人 
物 之 一 ， 哪 怕 被 其 他 聪明 头脑 所 包围 ， 他 也 成 功 地 脱 帘 而 出 。 





还 有 其 他 像 冯 … 诺 伊 曼 的 算法 一 样 需 要 nlog(n) 时 间 的 排序 算法 ， 
使 用 时 也 同样 高 效 。 但 对 于 给 试卷 排序 ， 这 个 算法 是 我 最 豆 欢 的 。 





但 是 ， 正 如 我 们 所 说 ， 没 有 人 能 比 nlog(n) 做 得 更 好 了 。 当 然 ， 妈 
妈 除 外 。 
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我 们 都 听 说 过 ， 有 人 因为 在 社交 网 络 不 够 谨慎 而 被 “ 炒 鲍 
备 ”， 或 有 人 因为 Facebook 而 找到 工作 的 案例 。 但 是 ， 除 了 这 
些 轶 事 之 外 ， 和 社交 网 络 能 否 为 一 个 国家 的 劳动 力 领域 施加 更 多 

















30 告诉 我 你 用 不 用 Twitter， 我 就 知道 你 有 没有 工作 





大 大社 交 网 络 问 入 我 们 的 生活 ， 我 们 部 不 得 不 适应 新 的 现实 ,我 们 
[ 可 以 在 网 络 中 看 到 一 切 ， 从 阳 生 人 的 脚趾 甲 ， 到 世界 故 一 头 的 人 
早餐 吃 了 什么 。 在 更 严肃 一 点 的 方面 ， 我 们 也 目睹 了 有 人 因 不 善 使 用 社 
交 网 络 ， 最 终 被 在 线 裁员 的 例子 。 














抛 开 这 些 轶 事 ， 似 乎 不 可 否认 的 是 ， 在 现在 这 个 时 代 ， 这 些 新 的 区 
流 工 具 对 于 研究 人 类 的 行为 有 非 稼 强大 的 力量 。 正 是 出 于 这 个 原因 ， 西 
班 牙 马 德里 卡 洛 斯 三 世 大 学 的 埃 斯 特 万 ,更 罗 和 同事 们 在 特定 地 理 区 域 
的 社交 网 络 中 寻找 行为 模式 ， 并 试图 将 它们 与 该 地 区 的 社会 经 济 状况 联 
系 起 来 。 


如 今 ， 几 乎 每 个 人 口袋 里 都 有 一 个 说 备 可 以 随时 随地 定位 。 同 样 ， 
我 们 每 个 人 都 会 或 多 或 少 地 出 现在 社交 网 络 中 ， 网 络 则 会 几乎 永久 地 整 
合 和 留存 信息 。 除 了 本 节 开 头 提 到 的 轶 事 之 外 ， 设 备 和 网 络 这 两 个 元 素 
打开 了 一 书 大 门 ， 开 拓 了 人 类 行为 研究 的 全 新 分 文 ， 让 你 可 以 几乎 实时 
地 获得 关于 迁移 运动 、 时 尚 趋势 或 你 能 想到 的 任何 事物 的 信息 。 


更 罗 等 人 的 想法 基于 这 样 一 个 事实 ， 即 人 类 的 日 彰 行 为 与 其 所 在 地 
区 的 社会 经 济 状态 相关 。 根 据 时 间 表 ， 从 在 城市 中 通行 到 拨打 电话 ， 我 
们 可 以 从 中 得 到 很 有 趣 的 社会 学 信息 ， 无 论 是 对 我 们 生活 的 国家 还 是 邻 
国都 行 之 有 效 。 这 可 以 通过 不 同 的 方法 进行 研究 ， 例 如 调查 或 人 口 普 
查 ， 但 这 些 方法 既 不 能 即时 得 到 结果 ， 也 不 能 实时 处 理 问 题 。 但 现在 ， 
我 们 拥有 前 所 未 有 的 工具 : 社交 网 络 。 我 们 在 其 中 不 断 互 动 ， 整 理 信 
上 县， 无 论 是 时 间 表 还 是 地 理 位 置 。 


















































这 项 工作 希望 初步 尝试 用 人 们 在 社交 网 络 上 留 下 的 个 人 数据 ， 来 描述 
特定 区 域 的 经 济 和 社会 水 平 。 这 是 一 篇 相当 具有 技术 性 的 文章 ,对 于 非 该 
领域 的 专业 人 士 来 说 可 能 有 点 复杂 ， 让 我 来 介绍 一 些 有 意思 的 相关 性 吧 。 














(1) Alejandro Llorente, Manuel Garcia-Herranz, Manuel Cebrian et Esteban Moro, Social 


media fingerprints of unemployment, 2014.11.19. 
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首先 让 我 们 看 看 Twitter 用 户 的 数量 。 这 个 数字 间接 衡量 了 使 用 个 
人 计算 机 、 平 板 计算 机 或 智能 手机 等 社交 网 络 的 相关 技术 程度 。 已 经 有 
人 研究 显示 了 Twitter 的 使 用 与 国内 生产 总 值 之 间 的 直接 关系 ， 但 是 莫 罗 
和 同事 们 从 他 们 观察 的 数据 中 发 现 ，Twitter 用 户 数量 越 多 的 地 区 失业 率 
越 高 。 这 个 数据 令 人 惊讶 一 一 也 许 不 是 。 你 看 ， 你 有 了 一 个 可 以 在 哟 咖 
啡 或 小 酌 时 谈论 的 话题 。 你 党 得 为 什么 会 这 样 ? 








如 果 我 们 观察 社交 网 络 中 的 全 天 活动 ， 就 会 发 现 一 个 地 区 的 经 济 活 
动 水 平 与 大 民 在 社交 网 络 中 的 活动 之 间 存 在 明显 的 相关 性 。 如 果 一 个 地 
区 的 失业 座 较 低 ， 我 们 就 会 看 到 早上 8 点 到 11 点 出 现 社 交 网 络 活动 的 
高 峰 ， 之 后 逐步 下 降 ， 而 在 失业 率 高 的 地 区 ， 我 们 看 到 全 天 都 不 会 出 现 
高 峰 。 从 图 中 可 以 看 出 ， 低 失业 率 和 高 失业 率 地 区 的 曲线 在 不 同情 况 下 
都 非常 不 同 。 






































其 
点 
版 
加 
Ba 低 失业 率 地 区 
国 一 高 失业 率 地 区 
5 10 15 20 时 间 





红线 对 应 低 失 业 认 地 区 的 Twitter 活动 ， 而 蓝 线 对 应 高 失业 率 地 区 。 
根据 红线 ， 我 们 可 以 看 到 星 8 点 和 10 点 之 间 有 一 个 活动 高 峰 ， 这 可 能 
与 活跃 人 口 的 通勤 、 上 班 和 早餐 时 间 相 关 。 














另 一 个 有 趣 的 相关 性 涉及 不 同 地 区 之 间 的 互动 。 人 研究 人 员 观 察 到 ， 
与 其 他 地 区 互动 较 少 的 地 区 通常 失业 率 较 高 ， 有 反之 亦 然 一 一 一 个 地 区 与 
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另 一 个 地 区 之 间 的 联系 数量 和 频率 越 高 ， 失 业 率 越 低 。 在 文章 中 ， 一 个 
区 域 与 为 一 个 区 域 之 间 联 系 的 数量 和 种 类 被 称 为 “ 烂 1”， 如 下 图 所 示 ， 
很 能 说 明 问 题 。 





1: 0.42 业 1: 0.72 
失业 率 : 20.3% 失业 率 : 8.8% 


在 左 图 中 ， 我 们 看 到 一 个 失业 率 高 (超过 20%) 的 人 群 (红色 )， 
与 其 他 人 和 群 〈 蓝 色 ) 联系 不 多 ， 人 ( 衡 量 互 动 的 值 ， 在 0 和 1 之 间 ) 低 
于 0.5。 而 在 右 图 中 ， 人 和 群 失业 率 较 低 〈8.8%)， 而 炉 超 过 0.7。 


很 有 意思 ， 不 是 吗 ? 至 少 在 我 看 来 是 的 。 我 很 高 兴 看 到 了 这 篇 文 
曹 ， 它 回 我 们 展示 了 研究 社交 网 络 对 于 增进 对 社会 学 或 用 于 社会 科学 的 
统计 的 理解 非 党 有用。 文章 作者 还 研究 了 社交 网 络 的 其 他 指标 ， 从 活动 
模式 到 发 送信 息 中 要 纠正 的 拼写 ， 可 用 于 推断 某 个 地 区 的 失业 水 平 。 








如 采 你 想 从 技术 角度 来 更 深入 地 人 研究 这 个 问题 的 话 ， 我 在 第 135 页 
的 脚注 中 给 出 了 相关 参考 文献 一 这 个 话题 够 你 获 上 几 天 啦 。 
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31 如 何 担 好 自拍 …… 哪 怕 穿 的 是 条 纹 衬衫 


入 那 也 是 人 们 扣 更 多 照片 的 时 候 。 好 ， 容 
1 上 漂亮 的 新 衬衫 ， 去 街 上 拍 张 自拍 吧 。 但 查看 照片 的 时 候 ， 我 们 
发 现 守 衫 上 的 条 纹 看 不 太 清 ， 并 出 现 了 一 种 奇怪 的 图 案 。 





我 们 一 次 又 一 次 地 看 这 张 照片 ， 琢 磨 着 是 不 是 照相 机 有 什么 问题 ， 
怎么 会 这 样 ? 这 东西 花费 不 菲 ， 而 且 那 位 推 存 它 的 摄影 高 手 朋友 也 不 会 
错 啊 。 难 道 衬 衫 实际 上 就 是 这 样 的 吗 ? 这 篇 文章 的 目的 就 是 让 你 不 要 抛 
径 你 喜欢 的 那 件 守 好 ， 更 不 要 抛 奔 那 个 精密 复杂 的 照相 机 一 一 疯 实 话 ， 
你 不 太 了 解 它 是 件 好 事 。 


你 在 照片 中 看 得 到 ， 却 在 衬衫 上 看 不 到 的 那些 奇怪 的 图 案 被 称 为 
“ 芮 列 效 应 ”(Moire effect)， 正 是 由 于 它 ， 云 纹 织物 (法 语 是 moiré， 葛 
列 效 应 也 由 此 得 名 ) 才 会 产生 那些 虹 彩 ， 人 们 在 多 年 前 非 帝 喜欢 它 。 该 
效应 其 实 无 非 是 干涉 。 

实际 上 上， 衬衫 的 条 纹 可 以 被 看 作 波 ， 其 中 波峰 是 赣 条 ， 波 谷 是 白 底 
(在 技术 上 称 为 离散 波 )。 那 么 ， 当 波 车 加 在 类 似 的 波 上 时 ， 大 家 都 知道 
会 发 生 干 涉 。 这 就 是 我 们 在 照片 中 看 到 的 干涉 ， 它 有 时 候 会 很 抹 烦 。 
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NN 


WN 


如 果 读 者 细心 的 话 ， 束 会 想 :“ 要 发 生 干 涉 ， 就 得 有 两 列 波 。 其 中 
一 列 是 衬衫 上 的 条 纹 ， 但 …… 为 一 列 波 呢 ? 它 是 什么 ? 它 在 哪里 ? ” 答 
案 是 它 在 你 的 照相 机 里 。 让 我 来 解释 一 下 为 什么 会 这 样 。 





为 了 理解 它 ， 我 先 解 释 一 下 数码 相机 如 何 工作 ， 因 为 胺 刻 相 机 不 
会 产生 这 种 现象 。 我 们 想 要 捕捉 的 图 像 的 光线 在 通过 镜头 后 会 打 在 由 数 
百 万 个 感光 元 件 组 成 的 传 感 项 上 。 每 一 个 感光 元 件 都 被 称 为 一 个 “ 像 
款 ”。( 值 得 注意 的 是 ， 每 个 感光 元 件 都 只 捕捉 射 到 上 面 的 光 的 强度 ， 所 
以 严格 来 说 ， 照 相机 中 的 传 感 硕 只 捕获 灰 度 。 但 如 条 在 每 个 感光 元 件 前 
放 上 蓝 色 、 绿 色 或 红色 的 滤 光 镜 ， 只 让 这 些 颜 色 的 沦 通 过 ， 那 就 能 够 得 
到 重建 原始 图 像 的 颜色 所 需 的 信息 。) 




















当然 ， 这 些 像 系 按 照 网 格 分 布 在 传 感 带 中， 而 这 个 网 格 就 是 形成 引 
发 如 此 烦人 的 莫 列 效应 的 另 一 列 波 。 因 此 ， 一 列 波 来 自 你 的 衬衫 ， 另 一 
列 波 则 来 目 你 的 照相 机 。 我 们 可 以 做 些 什么 来 避免 它 呢 ? 

首先， 我 们 注意 到 这 个 干涉 是 在 波长 相似 (或 是 彼此 的 信 数 〉 时 产 
生 的 。 我 们 要 做 的 是 尽量 避免 这 种 相似 性 ， 为 此 我 们 有 几 种 手段 。 在 理 
想 情况 下 ， 我 们 的 照相 机 可 以 以 1:1 的 比例 重 现 我 们 刚刚 拍摄 的 图 像 ， 
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31 如 何 担 好 自拍 …… 哪 怕 穿 的 是 条 纹 衬衫 





来 看 看 是 否 会 出 现 这 个 问题 。 如 有 果 这 个 问题 出 现 ， 我 们 必须 设法 避免 
它 。 两 种 较 合 理 的 做 法 是 改变 照相 机 与 日 标 之 间 的 距离 要么 徘 照 相机 
变焦 ， 要 么 徘 移 动 ) 和 (或) 稻 微 转动 照相 机 以 避免 干涉 。 还 有 其 他 技 
术 性 更 强 的 方法 可 以 看 看 光 疾 的 大 小 ， 但 如 果 我 们 不 是 专家 ， 就 可 能 j 
不 能 保证 光线 合适 。 





天 下 可 能 有 人 正 给 你 拍照 呢 O 
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32 水 士 比 亚 喜 欢 馆 辑 题 


每 当 读 书 日 临近 ， 媒 体 上 就 会 充斥 着 塞 万 提 斯 和 莎 士 比 
亚 等 大 作家 的 名 字 。 但 并 非 所 有 书籍 都 是 关于 着 狂 的 骑士 或 不 
可 能 的 爱情 ， 还 有 很 出 色 的 科学 书籍 。 这 里 我 们 把 二 者 结合 起 
来 : 一 起 来 谈 谈 落 士 比 亚 和 数学 逻辑 吧 。 


世界 上 使 用 人 数 较 多 的 几 种 语言 中 ， 代 表 其 中 两 种 语言 的 最 伟大 
十 加 文学 EE 所 案 万 提 斯 和 莎士比亚 通常 被 认为 都 在 1616 年 4 月 
23 日 去 志 。 不 过 ， 两 人 去 世 的 时 间 实 际 相隔 十 天 …… 因 为 当时 在 身 国 
使 用 的 是 儒 略 历 ， 尚 未 进行 格 里 历 的 改革 ， 而 西班牙 则 是 实施 格 里 历 最 
时 的 国家 之 = 


顺 春 科学 的 话题 ， 这 项 历法 改革 的 最 终 报 告 是 由 西班牙 数学 家 、 托 
茉 多 人 佩 德 罗 ' 碍 扎 为 教 星 格 列 高 利 十 三 世 编订 的 。 由 一 位 数学 家 来 进 
行 改革 ， 可 真是 苹 了 。 既 然 说 到 了 数学 的 话题 ， 我 们 就 来 看 一 个 与 瑞 国 
埃 文 河畔 斯 特 拉 特 福 的 证 人 相关 的 问题 吧 。 


小 士 比 亚 最 车 名 的 作品 之 一 《威尼斯 商人 》 中 有 一 个 科学 性 的 有 趣 
段落 。 巴 院 尼 奥 面 前 有 几 个 里子 ， 他 必须 挑 中 站 有 他 心爱 的 鲍 西 姬 画像 
的 匣子 才能 够 委 她 。 在 作品 中 ， 主 要 线索 是 每 个 匣子 的 材料 《〈 金 、 银 和 
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32 莎士比亚 喜欢 逻辑 题 











上， 我 不 想 透 露 哪个 是 正确 的 选择 )。 但 要 证 明 巴 陛 尼 奥 的 智慧 ， 给 出 





为 一 种 类 型 的 线索 也 许 更 为 合适 。 好 吧 ， 假 设 我 们 有 两 个 里子 ， 一 个 是 
金 的 ， 吃 一 个 是 银 的 ， 而 对 于 每 个 匣子 ， 饱 西 娅 的 父亲 一 一 设计 这 个 系 
统 来 为 女儿 招亲 的 人 给 出 了 下 面 的 铭文 : 


。 爹 匣 :“ 画 像 不 在 这 里 。” 
。 银 匣 :“ 馈 文中 只 有 一 名 是 真 话 。 








他 告诉 巴 院 尼 奥 ， 每 个 铭文 部 既 可 能 是 真 话 ， 也 可 能 是 假 话 。 通 过 
这 些 提示 ， 巴 院 尼 奥 已 经 拥有 了 找到 爱人 的 首 像 所 知 的 一 切 。 这 个 谜语 
似乎 是 不 可 能 解 开 的 ， 因 为 我 们 不 知道 这 两 个 铭文 是 都 是 真 话 ， 还 是 其 
中 一 个 (或 两 个 ) 是 假 话 。 但 要 有 替 到 饱 西 姬 的 手 ， 他 必须 得 机 灵 才 行 。 
我 们 怎么 才能 解 开 这 个 谜团 呢 ? 
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让 我 们 来 看 看 银 匣 。 它 的 铭文 上 写 看 “铭文 中 只 有 一 句 是 真 话 ”， 
这 可 能 是 真 话 ， 也 可 能 是 假 话 。 我 们 再 来 看 看 在 每 种 情况 下 金 匣 会 怎么 
样 。 如 采 银 匣 上 的 铭文 是 真 话 ， 那 么 它 就 是 唯一 一 句 真 话 ， 因 此 ， 人 金 匣 
上 的 铭文 就 是 假 话 ， 所 以 金 匣 中 效 着 鲍 西 娅 的 画像 。 另 一 种 可 能 是 银 匣 
上 的 铭文 是 假 话 ， 这 意味 着 要 么 两 句 话 守 是 真 话 ， 要 么 午 是 假 话 。 然 
而 ， 我 们 知道 不 可 能 两 句 话 都 是 真 话 ， 因 为 刚刚 说 过 银 里 上 的 铭文 是 假 
话 ， 因 此 两 句 话 都 是 假 话 ……' 画 像 在 金 匣 里 。 所 以 ， 无 论 银 熙 上 的 铭文 
是 真是 假 ， 金 匣 上 的 铭文 总 是 假 话 。 如 果 巴 萨 尼 奥 稍 微 想 一 想 ， 就 会 推 
靳 出 那 幅 画像 在 金 匣 里 ， 无 论 是 鲍 西 娅 的 父亲 还 是 收 亚 的 夏 洛 殉 都 无 法 
将 他 们 拆散 了 。 


这 个 精彩 的 谜 题 是 从 博客 mathsformortalsu 中 摘录 的 。( 但 老实 说 ， 
我 认为 它 找 到 答案 的 方法 有 点 麻烦 。) 


在 同一 个 博客 中 ， 还 有 为 一 个 类 似 性 质 的 问题 ， 我 就 把 它 留 给 你 解 
决 吧 。 我 们 还 保留 最 初 的 3 个 匣子 ， 上 面 的 铭文 分 别 是 这 样 的 : 






































。 金 熙 :“ 画 像 在 这 里 。” 
。 银 熙 :“ 画 像 在 这 里 。” 
。 铬 匣 :“ 至 少 两 个 匣子 上 的 铭文 是 假 话 。” 





鲍 西 娅 的 画像 在 哪里 ? 你 可 以 试 着 找 答案 ， 借 此 证 明 你 是 鲍 西 娅 的 
完美 退 求 者 ， 或 者 ， 证 明 你 不 仅 擅长 数学 逻辑 ， 而 且 豆 欢 文学 呢 。 














() Eric Emmanuel Macaulay, A problem courtesy of Shakespeare, mathsformortals, 
2007.11.29， 
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。 ~、 。 去 过 拍 志 会 吗 ? ? 哪怕 没 
激动 人 必 的 拍卖 节 












: 2 > 人 人 \ 型 天 了 你 全 
， 者 显著 受益 的 拍 去 oo ， 





红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 


人 下 的 电视 广 目 向 我 们 展示 了 世界 上 许多 五 化 八 门 的 迷人 事物 ， 比 
“7 如 机 械 车 间 、 当 铺 或 拍卖 行 。 有 人 可 能 觉得 数学 没有 在 任何 一 个 
地 方 发 挥 作用 ， 但 我 们 只 要 琢磨 一 个 ， 就 会 发 现 拍卖 是 博 讲 的 一 种 特 
例 ， 而 且 我 们 知道 数学 有 一 个 分 支 专 门 妍 究 博 容 。 实 际 上 ， 我 们 脑子 里 
一 下 子 就 会 涌现 很 多 类 型 的 拍卖 ， 而 我 们 会 展示 设计 恰当 的 提 卖 如 何 能 
让 拍卖 者 《通过 博 蛮 论 ) 赚 到 大 笔 的 钱 。 顺 便 提 一 下 ， 各 国政 府 利用 这 
种 类 型 的 拍卖 来 获得 最 大 利益 。 


如 采 我 们 问 问 别人 知道 什么 类 型 的 拍卖 ， 他 通 稼 的 回答 是 两 个 : 加 
价 拍卖 《我 们 在 电视 拍卖 节目 中 看 到 的 ， 或 艺术 品 拍卖 ) 和 降价 拍卖 
(比如 人鱼 类 批发 市 场 中 第 用 的 )。 如 来 我 们 再 妃 问 下 去 ， 人 们 可 能 还 知道 
另 一 种 担 卖 ， 它 更 接近 我 们 想 要 谈论 的 内 容 : 密封 投标 的 提 卖 。 在 这 种 
担 卖 的 规则 中 ， 每 位 苋 标 者 只 有 一 次 展示 报价 的 机 会 ， 而 该 报价 “理论 
上 ) 对 其 他 吏 标 者 不 可 见 。 这 是 公共 项 目 招标 中 最 种 用 的 方式 《在 这 种 
情况 下 ， 人 们 选择 源 许 满 足 茶 些 要 求 的 最 低 的 报价 )。 其 优势 在 于 ， 除 
非 有 人 使 许 ， 否 则 销售 价格 不 会 偏离 实际 价格 太 远 。 


有 了 上 面 提 到 的 3 种 方法 (及 其 变 体 )， 你 可 能 觉得 拍卖 界 中 的 一 
切 都 已 经 被 发 明 出 来 了 。 直 到 1961 年 ， 美 国 哥 伦比 亚 大 学 的 数学 家 和 
经 济 学 家 威廉 维 克 里 又 提出 了 一 种 密封 投标 折 卖 的 变 体 。 虽 然 它 日 19 
世纪 末 就 时 有 使 用 ， 却 没有 得 到 充分 的 分 析 或 普及 。 在 维 元 里 招 卖 中 ， 
每 位 范 标 者 痢 用 密封 的 信封 展示 报价 ， 报 价 最 高 者 会 顾 得 提 卖 ， 但 他 要 
文 付 的 却 是 次 高 的 报价 。 有 趣 的 是 ， 人 们 已 经 证 明 ， 这 种 策略 以 某 种 方 
式 迫 使 投标 人 报 出 目 己 认为 最 公平 的 价格 。 


和 普通 的 密封 投标 拍卖 中 ， 每 个 投标 人 面临 的 危险 是 出 价 太 高 : 他 
会 恬 得 拍卖 的 对 象 ， 却 要 文 付 过 高 的 价格 。 而 在 维 克 里 的 方法 中 ， 由 于 
要 文 付 的 价格 不 是 由 投标 人 目 己 的 报价 决定 的 ， 人 们 就 不 大 会 报价 太 
高 ， 而 是 尽 可 能 报 出 目 己 认为 能 够 懂得 拍卖 的 合适 价格 。 多 个 结果 和 模 
型 证 明了 上 述说 法 。 
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33 ”拍卖 的 类 型 


但 是 ， 在 某 种 程度 上 ， 维 区 里 模型 的 重要 之 处 在 于 它 为 设计 和 分 析 
拍卖 方法 开辟 了 一 个 新 的 领域 。 因此， 对 于 菏 些 特定 的 产品 ， 人 们 会 使 
用 一 些 已 被 证 明 非 常 有 效 的 变 体 。 例 如 ， 一 种 已 被 广泛 分 析 的 拍卖 是 英 
国 的 电话 许可 证 拍卖 ， 这 是 美国 无 线 电 波段 拍卖 机 制 的 变 体 : 同步 加 价 
拍卖 。 这 种 方法 最 初 由 美国 斯 坦 福 大 学 的 保罗 米 格 罗 姆 提出 ， 有 几 篇 
研究 称 它 已 为 美国 政府 带 来 了 5 亿美 元 的 额外 收益 。 


这 种 拍卖 如 何 进行 呢 ? 它 是 加 价 拍卖 的 变 体 ， 在 出 售 多 个 通常 类 
似 的 产品 时 使 用 。 其 思想 是 ， 所 有 元 标 者 部 可 以 对 招 卖 的 任何 产品 ( 同 
时 ) 投标 ， 并 且 在 没有 人 再 为 任何 产品 出 价 之 前 不 会 结束 担 卖 。 我 们 可 
以 得 出 什么 绪论 呢 ? 因为 没有 人 想 空 手 而 归 ， 所 以 当 他 发 现 上 自己 无 法 得 
到 其 中 一 种 产品 时 ， 他 可 以 竞标 价格 更 低 的 兄 一 种 产品 ， 从 而 让 卖方 获 
得 更 大 的 整体 收益 。 


当然 ， 在 这 种 情况 下 ， 所 有 竞标 痢 都 必须 知道 其 他 更 标 痢 的 报价 。 
例如 ， 在 瑞 国 ， 对 于 移动 电话 许可 证 有 一 个 信息 透明 的 网 页 可 以 实时 查 
看 每 个 报价 ， 并 目 动 完成 整个 过 程 ， 从 而 实现 更 高 的 收益 和 透明 度 。 









































担 卖 的 类 型 还 有 很 多 ， 但 我 们 讨论 的 这 些 是 主要 的 拍卖 类 型 。 你 
看 ， 我 们 可 以 根据 要 实现 的 目标 来 选择 拍卖 方法 一 一 正常 情况 下 ， 拯 辑 
上 也 合理 的 结论 就 是 组 织 拍卖 人 的 最 大 利益 。 或 许 ， 如 采 政 党 在 一 个 密 
封 的 信封 中 展示 目 己 的 施政 纲领 并 被 迫 这 守 目 己 报 出 的 藉 诡 ， 那 就 太 好 
了 。 这 总 比 现在 他 们 说 了 不 算数 要 好 吧 ， 你 党 得 呢 ? 
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34 狂 子 里 有 多 少 糖 ? 


你 打 过 猜 玻 璃 锥 里 有 多 少 糖果 或 玻璃 球 的 赌 吗 ? 不管 怎 
ee 4 
， 你 应 该 目睹 过 电视 有 奖 答 题 节目 中 “求助 现场 观众 ”的 多 
网 。 我 给 你 几 个 无 风险 赌注 的 提示 ， 不 用 依赖 他 人 ， 只 
用 到 数学 ， 还 有 你 的 智慧 。 
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34 瓶子 里 有 多 少 糖 ? 








906 年 ， 英 国 普利茅斯 举办 了 一 场 “ 牲 畜 博 览 会 ” 对 统计 学 、 心 理 

学 和 经 济 学 三 个 学 科 产 生 了 巨大 影响 ， 并 由 此 产生 了 所 谓 的 “集体 
智慧 ”的 说 法 。 这 也 是 维基 百科 的 协作 方法 产生 的 基础 之 一 。 在 那 次 交 
易 会 期 间 举办 了 一 场 比赛 ， 其 中 一 项 内 容 是 猜 一 头 牛 有 多 重 。 统 计 学 家 
弗朗西斯 .高 尔 顿 醚 士 收 集 到 比赛 中 800 名 参赛 者 给 出 的 数据 ， 并 证 实 
其 中 位 数 (有 50% 的 值 比 它 小 ，50% 的 值 比 它 大 ) 与 正确 结果 的 差异 
不 到 1% 一 一 猜测 值 的 中 位 数 是 543 千克 ， 真 实 值 是 545 千克 。 正 如 发 
表 于 《自然 》 杂 志 上 的 那 篇 文章 所 说 ， 它 比 绝 大 多 数 参 赛 者 的 猜测 都 要 
准确 。 


我 在 这 里 要 呢 弱 地 插 一 句 ， 协 作 方 法 也 是 有 问题 的 : 我 们 都 见 过 
各 种 各 样 的 错误 ， 绪 采 这 些 错误 通过 互联 网 传播 部 变 成 了 了“ 真相”。 这 
种 例子 有 很 多 ， 高 尔 顿 人 研究 的 猜 牛 问题 就 是 其 中 一 例 。 一 些 博 客 《〈 错 误 
地 ) 说 这 个 博览 会 是 在 巴黎 举办 的 ， 并 且 绝 大 多 数 博 客 和 都 说 高 尔 顿 研 
究 的 是 平均 值 〈 而 不 是 中 位 数 )。 还 有 人 腥 无 根据 地 说 他 参加 了 博 宽 会 
(原文 读者 并 不 会 得 出 这 个 结论 )， 在 之 后 给 编辑 的 信 中 ， 他 表示 有 人 建 
议 他 将 平均 值 作为 对 牛 的 重量 的 估计 值 。( 有 位 胡 克 先生 对 高 尔 顿 列 出 
的 少量 数据 进行 了 精确 的 计算 ， 并 考虑 到 样本 的 平均 值 应 该 和 总 体 的 平 
均值 类 似 。) 





















































有 几 个 使 用 集体 智慧 的 例子 ， 其 中 既 有 正面 例子 也 有 负面 例子 : 一 
方面 ， 答 题 节 目 《 谁 想 成 为 百 万 富 斧 ? 》 中 的 “求助 现场 观众 ”是 一 
个 普遍 正面 的 例子 (虽然 我 们 也 可 以 发 现 观众 会 犯 下 许多 令 人 惊讶 的 
错误 ) ; 男 一 方面 ，1999 年 ， 加 里 : 卡 斯 帕 罗 夫 战 胜 了 约 50 000 名 来 日 
75 个 国家 的 国际 象棋 玩家 就 是 一 个 负面 的 例子 。 











但 是 ， 我 想 把 重点 放 在 通常 用 于 说 明 集 体 智慧 的 吃 一 个 例子 上 : 在 
一 群 人 面前 展示 一 个 次 满 糖 东 的 玻璃 缸 ， 每 个 人 属 试 春 猜 里 面 有 多 少 糖 
果 。 同 样 ， 我 们 知道 所 有 绪 采 的 平均 值 通常 是 对 瓶 中 物体 数量 的 恨 好 佑 
计 。 但 我 不 打算 重复 那个 实验 ， 而 是 像 卡 斯 由 罗 夫 那样 击败 集体 智 意 : 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 


试 春 利用 一 点 点 数学 〈 有 些 数 学 知 识 众 所 周知 ， 有 些 则 不 然 ) 尽 可 能 准 
确 地 估算 瓶 中 物体 的 数量 。 


弟 完 来 假设 最 简单 的 情况 : 糖 采 是 球形 的 ， 许 多 糖 球 都 是 这 样 的 。 
我 们 来 估计 瓶子 的 体积 : 通 稼 瓶子 是 圆柱 形 的 。 


理想 情况 下 ， 如 于 我 们 能 被 允许 观察 瓶子 一 段 时 间 ， 那 就 可 以 数 一 
数 从 底部 能 看 到 多 少 糖 果 ， 也 就 是 铺 满 一 层 的 糖果 数量 ， 接 下 来 再 计算 
糖果 有 多 少 层 《根据 瓶子 的 高 度 )， 两 个 数字 相 乘 就 可 以 得 出 一 个 很 好 
的 估计 。 


但 最 常见 的 情况 是 这 种 方法 行 不 通 ， 由 于 糖果 并 不 是 完全 按 层 排列 
的 ， 这 会 导致 误差 。 还 是 来 估计 一 下 体积 吧 。 对 于 瓶子 来 说 ， 它 的 大 小 
通常 可 以 给 出 关于 体积 的 线索 比如 我 们 可 以 认 出 1.5 升 的 瓶子 )。 如 
果 不 行 的 话 ， 可 以 看 看 基于 任何 单位 〈 不 管 是 糖果 的 长 度 还 是 厘米 ) 的 
底部 半径 〈R) 和 瓶子 高 度 〈1)， 那 么 体积 就 可 用 = xRh 求 出 (利用 
手机 上 的 计算 器 )。 在 同一 单位 下 ， 估 计 糖果 的 体积 〈 如 果 是 糖果 的 
半径 ， 其 体积 为 V.=3 xR')， 那 么 糖果 数量 的 初步 估计 值 是 N= Vs/Ve。 


但 这 意味 春 瓶 中 没有 留 下 任何 空 除 ， 而 我 们 知道 这 是 不 可 能 的 ， 所 
以 我 们 必须 找到 空 出 了 多 少 空间 。 这 是 一 个 下 老 〈 并 且 非 党 困难 ) 的 问 
题 ， 早 就 由 开 普 勒 提 出 来 了 ， 他 当时 想 知道 存储 加 农 炮弹 的 最 有 效 方 
法 。 我 们 知道 最 高 效 的 球体 堆积 占据 大 约 74% 的 体积 。 我 们 觉得 瓶子 
里 面 达 不 到 这 样 的 堆积 效率 , 并且 已 知 ” 它 通常 占据 64% 的 空间 ， 所 以 
瓶 中 合理 的 糖 采 数量 应 该 是 N = 0.64Vs/Vc。 

现在 来 看 看 我 们 的 糖 条 是 什么 样 的 。 舍 算 思 路 是 一 样 的 : 试 春 测量 
糖果 体积 ， 但 现在 就 要 考虑 到 糖果 的 堆积 因子 了。 如 果糖 果 是 M&M’s 
巧克力 豆 ， 它 是 一 个 椭 球 体 ， 其 堆积 因子 更 高 : 75%。 如 果 有 人 好 奇 






























































GD Study of the random pouring of oblate spheroids has implications for the design of high- 


density ceramic materials for use in aerospace, Yenra, 2004.03.27. 
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34 瓶子 里 有 多 少 糖 ? 


的 话 ， 上 网 搜 一 下 《集体 智慧 ) 就 会 看 到 ，M&M's 巧克力 豆 的 体积 ; 
0.636 立方 厘米 ， 长 轴 直 径 为 1.04 厘米 ， 短 轴 直 径 为 0.4 厘米 。 有 趣 的 
是 ， 根 据 上 面 给 出 的 研究 ， 可 以 计算 出 M&M’s 巧 元 力 豆 的 堆积 通常 更 
高 效 ， 这 时 的 公式 为 N= 0.68Vs/Vc。 





如 果 不 是 糖 采 而 是 便 币 怎么 办 ? 我 们 改天 再 说 吧 ， 现 在 你 得 目 己 琢 
磨 如 何 下 这 个 赠 注 了 。 
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35 ”的 子 比 我 们 更 聪明 ? 


当 你 在 公园 散步 时 ， 肯 定 诅 吕 过 给 你 的 衣服 上 留 下 了 “ 礼 


物 ” 的 那些 饮 子 。 然 而 ， 这 些 不 讨 人 喜欢 的 乌 类 具有 出 人 意料 
的 品质 。 心 理学 研究 人 员 进 行 的 一 项 实验 表明 ， 例 如 在 面 对 莹 
提 鹤 尔 问题 时 ， 它 们 有 时 会 比 人 类 更 聪明 。 





提 霍 尔 问题 是 什么 ? 我 们 用 几 句 话 总 结 一 下 吧 。 曾 经 (差不多 

是 20 世纪 60 年 代 ) 美国 有 一 个 电视 游戏 节目 叫 作 《达成 协议 》 
(Lets Make a Dea1)， 主 持 人 是 察 提 .和 堆 尔 。 在 这 个 记 目 中 ， 参 赛 者 必 
须 在 3 个 门 之 中 选择 才能 拿 到 最 终 的 礼物 ， 他 们 知道 其 中 两 个 门 后 是 山 
璐 而 为 一 个 让 是 所 年 。 

















可 以 想 抑 ， 所 有 参 融 者 神 想 属 得 汽车 。 一 旦 参赛 者 选择 了 一 书 门 ， 
主持 人 就 会 打开 另外 两 扇 中 藏 了 山羊 的 一 扇 门 ， 并 给 参赛 者 改变 选择 
的 机 会 ， 也 就 是 改 成 他 当初 没 选 的 门 中 依然 天 团 的 那 届 门 。 聪 明 的 做 
法 永远 是 改变 选择 ， 因 为 它 会 使 获胜 的 机 会 翻 倍 。 当 你 第 一 次 选择 时 ， 
你 选 的 门 后 有 1/3 的 概率 藏 着 汽车 ， 因 此 汽车 藏 在 你 未 选择 的 门 后 的 
概率 为 23。 而 这 2/3 的 概率 都 集中 在 主持 人 尚未 打开 的 那 一 山门 上 。 
因此 ， 如 采 你 换 门 ， 你 的 获胜 概率 会 翻 倍 。 很 清楚， 对 吗 ? 
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35 ” 倪 子 比 我 们 更 聪明 ? 








咽 …… 并 不 是 ， 这 个 事实 并 不 是 对 每 个 人 来 说 都 那么 明显 ， 因 为 有 些 
人 认为 在 主持 人 打开 了 有 山羊 的 一 局 门 之 后 ， 剩 下 的 两 包 门 中 藏 着 汽车 的 
可 能 性 是 50%。 但 这 不 对 ， 不 是 这 样 的 。 想 象 一 下 有 1000 肩 门 : 你 选择 
的 门 后 藏 着 汽车 的 概率 是 111000。 汽 车 在 你 未 选择 的 某 一 扇 门 后 的 概率 
是 999/1000。 如 果 主 持 人 打开 了 998 扇 你 没有 选 昌 没有 奖品 的 门 ， 那 么 
唯一 你 未 选择 而 又 关 着 的 门 后 将 有 999/1000 的 概率 藏 着 车 。 你 换 不 换 ? 











回 到 最 初 的 问题 ， 就 像 我 说 的 那样 ， 有 很 多 人 认为 改变 选择 不 会 
提高 获胜 的 机 会 ， 无 论 你 多 么 努力 地 解释 这 会 让 机 会 加 倍 。 关 于 这 一 
点 ， 铝 子 比 人 做 得 更 好 。 在 2010 年 发 表 的 一 项 实验 研究 中 "， 美 国 惠 特 





(1) Walter T. Herbranson et Julia Schroeder Are Birds Smarter Than Mathematicians? 
Pigeons (Columba livia) Perform Optimally on a Version of the Monty Hall Dilemma, 
Journal of Comoarative Psychology, vol. 124, n°1, 2010, p. 1-13. 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 


受 学 院 的 W. 工 赫 布 兰 森 和 J 施 罗 德 的 结论 是 ， 经 过 一 定数 量 的 重复 实 
验 ， 饮 子 决定 改变 初始 选择 的 比例 (它们 是 这 个 比赛 中 最 聪明 的 ) 一 一 
听 好 了 一 一 达到 了 96.33% ! 相 比 之 下 ， 参 加 类 似 实 验 的 人 有 65.67% 在 
经 过 多 次 重复 游戏 后 会 改变 他 们 的 选择 。 必 须要 说 的 是 ， 在 这 些 条 件 下 
65.67% 与 50% 区 别 不 大 ， 这 表明 在 人 类 实验 中 ， 一 部 分 人 没有 学 到 任 
何 东 西 。 这 也 许 是 因为 人 类 会 受到 迷惑 条 件 的 影响 ， 而 鸽子 不 会 。 


虽然 这 篇 文章 没有 说 ， 但 我 的 收获 在 于 ， 如 果 一 个 人 在 多 次 重复 
实验 后 ， 发 现 奖品 藏 在 他 没有 选择 的 门 后 ， 他 却 不 认为 最 好 的 做 法 是 换 
门 ， 而 是 觉得 只 要 重复 选择 足够 多 次 他 就 是 我 们 前 面 说 的 ， 觉 得 概率 
是 50% 的 那 种 人 )， 那 么 下 一 次 就 会 风水 轮流 转 。 这 就 是 所 谓 的 “蒙特 
卡 洛 雇 误 ” 


不 过 还 是 来 看 看 饱 子 吧 。 我 要 在 这 里 声明 ， 实 验 中 没有 任何 类 型 的 
动物 虐待 。 基 本 上 ， 铝 于 被 放 在 3 个 党 日 灯 的 按钮 前 面 。 这 3 个 按钮 与 
3 个 隔 间 相连 ， 其 中 两 个 随机 的 隐 间 是 空 的 ， 而 为 一 个 隔 间 则 有 非 第 好 
吃 的 谷物 供 我 们 的 主角 理 用 。 


第 一 步 ， 饱 子 吸 其 中 一 途 日 条， 做 出 它 的 选择 。 然 后 ， 饮 子 示 选择 
的 、 对 应 不 含 谷 物 的 隅 间 的 一 八 灯 会 烛 炙 束 像 家 提 … 乔 尔 打开 茂 有 山 
手 的 门 一 样 )， 剩 下 的 两 区 灯会 完 起 绿色 : 馈 子 要 在 第 一 次 选中 的 灯 和 
尺 一 蔓 疝 未 伸 灭 的 灯 中 做 选择 。 


这 两 划 灯 都 可 能 对 应 有 谷物 的 隔 间 ， 虽 然 我 们 知道 其 中 一 茧 娄 的 概 
率 是 1/3 而 另 一 个 的 概率 是 23。 结果， 在 实验 的 第 一 天 ，36.33% 的 饮 
子 ( 这 是 最 聪明 的 那些 铝 子 ) 改变 了 它们 的 初始 选择 。 在 连续 重复 实验 
30 天 后 ，96.33% 的 铝 子 改变 了 初始 选择 〈 这 是 正确 的 )。 在 人 类 (学生) 
中 进行 的 类 似 实 验 表 明 ， 在 实验 的 第 一 天 决定 改变 选择 的 人 (56.67%) 
和 实验 30 天 后 改变 选择 的 人 的 百分比 几乎 没有 差异 (65.67%)。 
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35 ”锅子 比 我 们 更 聪明 ? 





这 是 否 意味 看 饮 子 比 人 类 聪明 ? 我 不 是 这 个 问题 的 专家 ， 但 我 会 
说 ， 比 如 ， 它 们 在 进行 概率 推理 时 比 我 们 受到 的 影响 更 少 。 好 吧 ， 它 们 
头脑 中 的 东西 比较 少 ， 所 以 也 没有 什么 好 的 。 














不 管 怎 样 ， 如 宁 你 有 戎 一 日 发 现 目 己 面临 类 似 于 家 提 堆 尔 问题 的 情 
沈 ， 而 你 改变 了 第 一 选择 ， 我 就 很 高 兴 了 ， 因 为 你 获胜 的 概率 将 翻 倍 。 





155 


36 利用 本 往 特 定律 检测 
Iy 圾 消息 


社交 网 络 作为 内 容 传 播 工具 的 力量 没有 被 商人 、 宪 售 伪 医 
学 的 骗子 和 各 种 理论 家 所 忽视 。 美 国 马 里 兰 大 学 最 近 的 一 项 研 
究 提 出 使 用 本 福 德 定律 检测 这 些 “ 流 总 账户 ” 





36 ”利用 本 福特 定律 检测 垃圾 消息 


巨 引 近 ，Twitter 上 的 “机 器 人 ”如 雨后春笋 般 出 现 ， 热 情 地 喊 着 来 自 
耳 又 主人 (比如 营销 号 ) 的 口号 。 它 们 试图 将 “热门 话题 ” 变 得 有 利 
于 某 人 或 某 种 产品 。 这 种 现象 往 小 了 说 十 分 烦人 ， 往 大 了 说 就 会 干扰 社 
交 网 络 的 正常 运行 。 


有 人 可 能 会 认为 这 无 足 轻重 ， 但 事实 并 不 是 这 样 的 ， 因 为 如 果 这 些 
“机 带 人 ”能 够 《人 为 地 ) 产生 某 种 趋 气 ， 就 会 得 到 不 应 得 的 关注 。 当 
然 ， 检 测 它 们 的 方法 有 很 多 ， 但 我 们 将 描述 一 种 非常 简单 有 效 甚 至 令 人 
惊讶 的 方法 : 使 用 本 福特 定律 〈 也 称 为 “第 一 位 数 法 则 ”)。 


我 想 首 和 完 应 该 解释 一 下 什么 是 本 福特 定律 ， 为 此 我 们 得 说 说 对 数 。 
不 要 害怕 ， 只 要 知道 人 们 一 度 第 第 用 它 束 好 了 。 实 际 上 ， 对 数 是 一 种 神 
可 的 工具 ， 可 以 将 复杂 的 运算 转换 为 更 简单 的 运算 : 乘法 变 成 加 法 ， 指 
数 变 成 乘法 ， 开 方 变 成 除法 。 太 好 了 。 正 由 于 此 ， 在 计算 机 出 现 之 前 ， 
对 数 非 第 第 用 ( 它 是 50 年 前 工程 师 必 不 可 少 的 计算 规则 的 基础 )， 任 何 
不 得 不 进行 烦 玉 计 算 的 人 都 会 伦 很 多 时 间 来 查 对 数 表 。 对 数 表 被 印 成 一 
本 书 ， 按 照 我 们 要 查 的 数 的 第 一 位 数字 排列 。 比 如 ， 如 采 我 们 想 知 着 
145 的 对 数 是 多 少 ， 我 们 就 会 查看 “1” 的 那儿 页 。 

















就 这 样 ，1881 年 ， 数 学 家 和 天 文学 家 西溪 ' 纽 科 姆 观察 到 ， 他 和 他 
的 同事 使 用 对 数 表 前 儿 页 的 频率 要 比 最 后 几 页 高 得 多 。 这 显然 有 问题 ， 
因为 要 查 的 数字 应 该 或 多 或 少 是 均匀 分 布 的 ， 人 们 预期 所 有 页 面 都 会 出 
现 同样 的 磨损 。 由 此 他 推断 出 ， 他 们 工作 所 用 的 数字 的 第 一 位 数 不 是 等 
概率 出 现 的 ， 而 是 1 出 现 得 最 频繁 ， 其 次 是 2， 以 此 类 推 到 9。 











为 什么 会 这 样 ? 我 们 不 会 深入 解释 ， 但 假设 我 们 在 两 个 数字 ， 比 
如 1 到 25 之 间 随 机 选择 一 些 数字 显然 任何 数字 都 有 可 能 被 选 到 ， 但 
如 果 我 们 看 第 一 位 数字 ， 有 11 个 数 以 1 (1、10、11……) 开头 , 7 个 
数 以 2 开头 ， 以 其 余数 字 开 头 的 数 各 只 有 1 个 。 继 纽 科 姆 的 发 现 50 年 
后 ， 物 理学 家 弗兰克 :本 福特 也 发 现 了 这 个 性 质 ， 但 荣 焰 却 属于 他 ， 因 
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为 定律 以 他 的 名 字 命 名 。 有 趣 的 是 ， 这 个 定律 已 用 于 因 条 目 不 符合 预期 
分 布 ， 判 断 茶 些 账 户 是 否 有 错误 。 


当然 ， 有 一 些 数字 列表 不 遵循 本 福特 定律 ， 但 在 大 多 数 情 况 下 ， 这 
些 异 常 现 象 都 可 以 找到 解释 。 例 如 , 当 “ 巴 塞纳 斯 文件 ”公布 后 , 一 位 
数学 家 指出 ， 这 些 文件 中 出 现 的 数字 并 不 避 循 本 福特 定律 ， 因 此 判定 数 
字 被 做 了 手脚 。 更 具体 来 说 ， 其 中 6 出 现 的 频率 比 本 福特 定律 预测 的 高 
得 多 。 但 是 这 位 数学 家 并 没有 意识 到 ， 这 个 数字 因为 从 比 塞 塔 ” 转 为 欧 
元 (2002 年) 而 出 现 得 更 频繁 ， 而 且 它 来 自 以 1 开始 的 数字 : 如 果 把 
一 切 都 转换 回 比 塞 塔 ， 本 福特 定律 将 再 次 被 验证 。 


但 现在 让 我 们 回 到 文章 开头 的 问题 : 如 何 使 用 本 福特 定律 检测 
Twitter 机 桌 人 ? 马里 兰 大 学 的 詹妮弗 : 格 尔 贝 元 使 用 的 方法 是 研究 所 请 
的 “日 我 中 心 网 络 ”: 对 于 给 定 的 顶点 ， 她 查看 了 其 关注 者 的 数量 和 其 
关注 的 人 的 数量 。 她 由 此 指出 ， 在 研究 的 21 000 个 案例 中 ， 绝 大 多 数 
数字 列表 遵循 本 福特 定律 ， 除 了 与 170 个 账户 相关 的 数据 。 这 些 账户 绝 
大 多 数 明 显 是 垃圾 消息 机 带 人 ， 其 中 很 多 是 俄罗斯 账户 ， 它 们 摘录 著名 
作品 中 的 片段 ， 没 有 什么 明确 的 目标 。 实 际 上 ， 这 170 个 账户 中 只 有 两 
个 看 起 来 像 是 普通 用 户 。 






































QD 指 与 西班牙 人 民 党 的 前 任 司库 巴塞 纳 斯 涉嫌 贿赂 、 洗 钱 、 税 务 欺 诈 相 关 的 文件 。 
(2 比 塞 塔 是 西班牙 及 安道 尔 在 2002 年 欧元 流通 前 所 使 用 的 法 定货 币 。 一 一 译 者 注 
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37 ”要 勇 断 多 少 电 级 才能 
切断 互联 网 ? 


美式 咖啡 、 流 行 病 传播 、 社 交 网 络 和 陶 钠 之 间 有 什么 


?世人 1 可 ee 
间 的 间隔 都 不 超过 6 个 中 间 人 ……: 但 如 果 有 人 切断 其 中 一 个 连 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 





heed ee 
须 攀 断 多 少 “ 电 统 ”， 也 就 是 连接 呢 ? 尺 省 看 起 来 令 人 难以 置 
渗透 理论 来 





信 ， 但 这 些 情况 中 的 某 些 现象 都 可 以 通过 同一 种 理论 
建 模 。 


里 然 物理 学 、 化 学 和 各 种 工程 学 中 部 有 对 渗透 的 研究 ， 但 今天 我 们 
关注 组 合 模型 ， 也 就 是 和 图 一 起 使 用 的 模型 。 万 一 你 筷 了 ， 我 提醒 你 ， 
图 由 一 组 点 《我 们 称 之 为 “顶点 >) 和 连接 某 些 顶 点 对 的 线 〈 我 们 称 之 
为 “ 边 ”) 组 成 。 下 面 就 是 一 张 图 : 











假设 在 上 面 的 图 中 ， 顶 点 (点 ) 代表 了 一 些小 学 生 的 家 庭 ， 然 后 在 
彼此 了 解 的 家 寿 之 间 连 上 一 条 边 。 由 于 这 张 图 很 小 ， 很 容易 看 出 ， 在 这 
个 例子 中 ， 任 何 家 庭 郡 可 以 癌 任 何其 他 顶点 发 送 消息 ， 要 人 么 直接 发 送 ， 
要 么 通过 他 人 发 送 。 如 果 下 页 图 中 的 A 家 性 想 要 向 B 家 庭 发 送 消 县 ， 
很 明显 ， 一 种 可 能 性 是 使 用 红色 的 顶点 作为 中 介 。 
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37 ”要 剪断 多 少 电 缆 才 能 切断 互联 网 ? 


同样 显然 的 是 ， 如 果菜 些 友 谊 破 妥 ，A 可 能 就 无 法 与 B 沟通 。 例 
如 ， 如 末 下 图 中 红色 边 表示 的 友谊 破裂 。 


而 其 他 关系 破裂 不 会 影响 A 和 B 之 间 的 沟通 ， 因 为 他 们 有 其 他 选 
择 。 例 如 ， 我 们 在 下 页 图 中 用 红色 表示 的 那 一 条 边 。 
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记 





我 们 也 不 难看 到 ， 如 果 一 个 班级 学 生 的 家 许 之 间 的 关系 如 下 图 所 
示 ， 那 么 有 些 顶 点 永远 无 法 与 他 人 交流 ， 因 为 它们 被 分 隔 成 3 组 ， 彼 此 


之 间 没 有 连接 。 


好 了 ， 简 而 言 之 ， 这 就 是 渗透 理论 研究 的 东西 。 它 研究 的 是 信息 何 
时 可 以 从 图 的 一 个 顶点 到 达 其 他 任何 一 个 顶点。 如 像 水 渗 过 美式 咖啡 机 
的 过 滤 需 或 透 过 陶 角 的 内 壁 一 样 ， 信 息 在 什么 条 件 下 可 以 从 系统 的 一 侧 
流 到 另 一 侧 ? 让 我 们 看 另 一 个 例子 吧 。 假 设 有 一 个 网 格 ， 比 如 一 个 非常 
大 的 棋盘 格 。 在 每 个 格子 中 ， 我 们 都 以 一 定 的 概率 p 放置 一 个 棋子 “〈 那 
么 不 放 棋 子 的 概率 就 是 1 - p)。 如 果 通 过 抛 人 硬币 来 决定 的 话 ， 那 么 p 就 
是 12 1=B 当 人 外山 证 
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37 ”要 剪断 多 少 电 缆 才 能 切断 互联 网 ? 





问题 是 ， 如 来 我 们 从 棋盘 的 一 侧 出 发 ， 我 们 能 否 通过 国际 象棋 中 
“ 王 ” 的 运动 到 达 对 面 的 一 侧 ， 而 且 从 不 踏 上 已 经 钙 占 的 地 方 ? 对 于 什 
么 样 的 p 值 ， 我 们 可 以 保证 它 儿 乎 总 是 可 能 的 ? 换 名 话说， 想象 一 下 你 
要 从 棋盘 的 一 侧 请 到 另 一 侧 ， 棋 子 是 你 的 隐 碍 ; 或 者 说 “ 王 ” 是 一 个 能 
穿 过 多 孔 介质 的 水 分 子 ， 我 们 想 知道 该 分 子 何 时 可 以 完全 穿 过 多 孔 壁 。 














在 下 图 中 ， 我 们 使 用 棋盘 对 不 同 的 p 值 进行 了 仿真 。 注 意 , p 值 越 
高 ， 占 据 的 格子 〈 蓝 色 ) 越 多 ， 从 左 到 右 渗 透 〈 流 动 ) 就 越 复 森 。 





EFT 
图 1 p = 0.05 图 2 p= 0.248 图 3 p= 0.347 





那么 ， 对 于 什么 样 的 p 值 ， 我们 可 以 确保 “ 王 ” 能 从 棋盘 一 侧 走 
到 另 一 侧 呢 ? 事实 上 ， 我 确信 你 知道 如 何 计算 : 只 要 我 们 放置 棋子 的 概 
率 p 小 于 0.67680165， 就 几乎 可 以 保证 “ 王 ” 能 从 一 侧 到 达 男 一 侧 。 这 
从 一 开始 就 很 显然 ， 对 吧 ? 好 了 ， 不 开玩笑 了 『， 人 研究 图 中 这 种 类 型 的 渗 
透 问题 并 不 容易 ， 但 它 可 以 用 于 人 研究 复 森 的 互联 网 络 (电话 系统 、 计 算 
机 网 络 等 )， 比 如 了 解 它们 在 某 些 万 点 随机 失效 时 的 脆弱 程度 《比方 说 ， 
有 人 切断 了 网 络 中 的 某 些 电 统 )。 

















好 了 ， 我 提醒 你 啦 : 在 切断 电线 或 友情 之 前 ， 请 确保 没有 断 开 你 与 
日 己 感 兴趣 的 事物 或 人 之 间 的 联系 ! 
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8 ” 邮 过 员 与 垃圾 车 的 路 


你 肯定 有 过 去 一 个 不 熟悉 的 城市 旅游 ， 然 后 多 次 走 过 同 一 
条 街道 的 经 历 。 如 果 一 辆 垃圾 车 其 至 邮递 员 反复 走 过 一 条 街 ， 
那 问题 就 更 大 了 。 数 学 可 以 帮助 我 们 有 效 地 设计 路 线 吗 ?当然 


可 以 。 





pr ww 





所 


ooo 
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38 邮递 员 与 垃圾 车 的 路 线 


1 垃圾 车 或 邮递 员 设计 高 效 的 路 线 ， 无 须 多 次 走 过 同 一 条 街 ， 可 以 

当地 省 时 间 、 金 钱 ， 就 更 不 用 说 污染 了 …… 这 件 事 数 学 可 以 帮忙 。 
事实 上 ， 这 是 一 个 在 数学 史上 具有 特殊 地 位 的 问题 ， 因 为 它 是 第 一 个 由 
图 论 提 出 和 解决 的 问题 ， 标 志 着 这 门 学 科 的 诞生 。 











我 们 在 第 16 章 中 讲 过 ， 那 是 18 世纪 ， 一 个 名 为 哥 尼 斯 堡 的 普 鲁 
士 城 市 位 于 普 列 戈 利 亚 河 口 ， 城 中 有 7 座 桥 。 必 须要 说 ， 哥 尼斯 保 在 桥 
周围 的 地 形 有 点 特殊 ， 城 市 被 普 列 戈 利 亚 河 分 成 了 4 个 部 分 ， 如 下 图 
所 不 : 


哥 尼斯 堡 





在 那个 时 代 ， 有 人 提出 这 样 一 个 问题 : 从 哥 尼 斯 您 的 任 一 地 点 出 
发 ， 和 是否 有 可 能 选择 一 条 路 线 ， 恰 好 走 过 普 列 戈 利 亚 河 上 的 7 座 桥 各 一 
次 ? 这 个 问题 被 称 为 哥 尼 斯 堡 七 桥 问 题 。 请 注意 ， 在 这 个 问题 中 ， 路 线 
的 起 点 不 必 与 终点 重合 。 而 这 又 种 来 了 男 一 个 问题 ， 你 能 设计 一 条 在 城 
市 的 同一 点 开始 和 结束 的 回路 ， 通 过 哥 尼 斯 堡 所 有 的 桥 各 一 次 吗 ? 











这 两 个 问题 的 答案 都 是 历史 上 最 优秀 的 数学 家 之 一 莱 昂 哈 德 . 欧 拉 
给 出 的 ， 他 在 1736 年 提出 了 图 论 。 事实 上 ， 这 个 结果 不 仅 适用 于 普 列 
交 利 亚 河上 的 桥 ， 而 且 可 以 帮助 我 们 知道 ， 是 否 有 可 能 在 城市 中 设计 一 
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条 回路 ， 且 不 经 过 同一 条 街道 两 次 。 





实际 上 ， 七 桥 问 题 可 以 表示 为 下 图 : 顶点 (点 ) 代表 城市 每 个 区 
域 , 边 〈 连 线 ) 代表 连接 两 个 区 域 的 桥 。 


哥 尼斯 堡 





wy A ry 有 人 
EL ED 
Vy 


F 和 a 


那么 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 就 转化 为 以 下 问题 : 无 须 把 笔 从 纸 上 抬 起 
来 ， 且 不 重复 任何 线条 ， 我 们 是 否 可 以 画 出 红色 的 图 ， 并 在 同一 个 顶点 
开始 和 结束 ? 














根据 欧 拉 定理 ， 这 两 个 问题 的 管 案 痢 是 否定 的 。 实 际 上 ， 为 了 纪 
念 他 ， 能 够 遍历 〈 在 相同 顶点 开始 和 结束 ) 所 有 边 且 不 重复 的 图 被 称 为 
“ 欧 拉 图 ”。 当 且 仅 当 从 每 个 顶点 出 发 的 边 《〈 线 ) 的 数量 都 是 偶数 时 ， 图 
才 是 欧 拉 图 。 而 当 且 仪 当 图 中 有 两 个 连 到 奇数 条 边 的 项 点 时 ， 图 中 含有 
欧 拉 路 径 《〈 从 一 个 顶点 出 发 ， 到 另 一 个 顶点 结束 )。 


如 琳 我 们 看 看 哥 尼 斯 堡 七 桥 对 应 的 图 ， 数 一 数 从 每 个 项 点 出 发 的 
边 ， 就 会 发 现 所 有 顶点 神 连 接 到 奇数 条 边 。 因 此 它 不 是 欧 拉 图 《〈 找 不 到 
一 条 从 同一 项 点 开始 和 结束 的 路 径 ， 遍 历 所 有 边 而 不 重复 ; 它 也 没有 欧 
拉 路 径 一 一 它 在 不 同 的 项 点 开始 和 结束 )。 
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38 邮递 员 与 垃圾 车 的 路 线 











除了 桥 的 问题 之 外 ， 对 一 张 图 是 否 是 欧 拉 图 的 研究 也 适用 于 任何 需 
要 穿 过 所 有 街道 ， 且 无 须 通过 同一 条 街道 超过 一 次 的 路 线 设 计 问 题 ， 例 
如 垃圾 车 或 邮递 员 路 线 。 当 然 ， 这 是 在 可 能 的 情况 下 ， 因 为 这 并 不 总 是 
能 做 到 的 : 我 们 已 经 说 过 ， 如 果 有 任何 顶点 连 到 奇数 条 边 ， 就 不 可 能 找 
到 这 样 的 回路 ， 而 如 采 有 两 个 以 上 的 顶点 连 到 奇数 条 边 ， 那 么 连 欧 拉 路 
径 都 找 不 到 了 。 























好 吧 ， 如 果 可 以 的 话 ， 我 们 该 怎么 做 ?也 就 是 说 ， 如 来 在 我 的 城市 
对 应 的 图 中 所 有 顶点 有 偶数 条 边 ， 那 么 应 该 如 何 安排 路 径 才 能 不 经 过 同 
一 条 街 两 次 呢 ? 有 一 种 非常 简单 的 方法 可 以 做 到 这 一 点 。 想 象 一 下 我 们 
城市 街道 的 图 是 下 面 这 样 的 (这 个 城市 非 第 小 ， 但 作为 例子 很 好 )。 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 





如 果 数 一 数 从 每 个 顶点 出 发 的 边 数 ， 就 可 以 验证 它们 全 神 是 偶数 。 
因此 ， 我 们 可 以 找到 一 个 欧 拉 回路 ， 通 过 且 仅 通过 每 条 边 各 一 次 ， 在 同 
一 个 项 点 开始 和 结束 。 在 这 个 简单 的 例子 中 ， 我 们 可 以 尝试 用 肉眼 找到 
这 个 回路 ， 但 是 实际 例子 对 应 的 图 要 大 得 多 ， 我 们 还 是 用 算法 来 找 回 路 
吧 。 实 际 上 ， 德 国人 卡尔 :和希 尔 堆 尔 策 的 算法 回 我 们 展示 了 欧 拉 定理 的 
难点 到 现在 还 没有 完全 显示 出 来 )。 








首先 ， 我 们 寻找 一 个 简单 的 回路 (或 环 )， 比 如 从 顶点 1 出 发 的 回 
路 ， 它 不 必 遍 历 所 有 顶点 。 回 路 (1, 2, 3) 就 满足 这 一 条 件 。 我 们 用 C 来 
表示 这 些 顶点 形成 的 集合 ，C = {1, 2, 3}。 





然后 ， 我 们 探 掉 红 色 的 路 线 ， 再 寻找 另 一 个 穿 过 C 中 已 经 存在 的 
顶点 的 回路 ， 比 如 回路 (1, 5, 6)。 现 在 ， 在 集合 C 中 ， 我 们 将 元 素 1 替 
换 成 元 素 (1, 5, 6, 1)。 那 么 C= {1, 5, 6, 1, 2, 3} 。 
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38 邮递 员 与 垃圾 车 的 路 线 





我 们 再 次 氛 掉 红色 的 路 线 ， 继 续 寻 找 另 一 个 通过 C 中 顶点 的 回 
路 。 好 的 ， 我 们 找到 了 (2, 5, 8)。 在 C 中 ， 元 素 2 被 替换 为 (2, 5, 8, 2): 
C=1156125,823 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 








我 们 探 掉 红 线 并 继续 重复 上 述 步骤 ， 比 如 找到 (3, 7, 8)， 于 是 
C= {1, 5, 6, 1, 2, 5, 8, 2, 3, 7, 8, 3}。 最 后 找到 (6, 7, 4)， 我 们 得 到 C = {1， 
5, 6, 7, 4, 6, 1, 2, 5, 8, 2, 3, 7, 8, 3}。 这 样 ， 我 们 就 拥有 了 走 过 所 有 边 而 没 
有 重复 的 回路 ， 我 们 只 需要 在 集合 C 的 末尾 加 上 1 就 行 了 。 如 果 你 的 图 
中 没有 欧 拉 回路 ， 而 只 有 一 条 路 径 ， 即 它 在 不 同 的 顶点 开始 和 结束 ， 那 
是 因为 它 有 两 个 奇数 度 的 顶点 : 我 们 称 它 们 为 和 了 Y。 现 在 你 加 上 一 个 
顶点 Z， 把 图 中 的 了 和 了 连接 起 来 ， 并 应 用 我 们 刚才 所 说 的 方法 。 完 成 
后 ， 把 C 中 的 了 Z 控 把 就 可 以 找到 你 要 的 路 径 。 





你 看 ， 我 说 数学 对 所 有 人 都 有 用 …… 现 在 去 看 看 你 能 人 奋 在 附近 的 街 
区 或 你 所 在 的 城市 找到 欧 拉 回路 吧 。 





170 





9 ”有 束 多 斯 和 周期 平 铺 是 怎 
么 回 事 ? 


夏天 就 是 的 鼓 房 子 的 时 候 。 牺 牲 了 夏天 的 休息 让 家 里 焕然 
一 新 一 一 有 些 人 是 出 于 必要 ， 而 有 些 人 只 是 为 了 换个 风格 ， 做 
一 些 与 众 不 同 的 事 。 但 是 ， 如 果 要 说 有 什么 东西 总 是 既 美 丽 又 
不 同 ， 那 就 得 数 彭 罗斯 马赛 克 了 。 你 敢 用 它 装 饰 浴室 吗 ? 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 





赛 克 被 用 作 闭 饰 元 系 可 是 有 十 分 悠久 的 历史 了 。 很 明显 ， 重 复 的 
Ee 
某 些 重复 图 案 了 ， 从 某 种 意义 上 说 ， 我 们 可 以 说 西班牙 装饰 的 题 峰 就 是 
美妙 的 阿尔 罕 布 拉 定 。 人 们 经 党 谈 起 阿尔 罕 布 拉 宫 如 何 对 三 兰 画 家 吴 里 
次 * 科 内 利 斯 . 埃 舍 尔 的 创作 产生 了 决定 性 的 影响 。 但 无 论 是 阿尔 罕 布 
拉 写 还 是 埃 舍 尔 的 作品 ， 重 复 都 在 其 中 起 春 重 要 的 作用 。 但 今天 我 们 要 
讨论 一 些 以 “不 重复 ”为 基本 要 和 又 的 马赛 克 ， 而 且 它 们 还 很 美 ， 至 少 从 
数学 的 角度 来 看 很 关 。 下 面 ， 我 们 来 谈 谈 “ 非 周 期 性 马赛 元 ”。 


要 了 解 什么 是 非 周 期 性 马赛 元 ， 让 我 们 首先 看 看 周期 性 马赛 殉 是 什 
么 。 比 如 ， 我 们 可 以 用 几 种 不 同形 式 的 次 候 平 铺 整个 平面 ， 如 图 所 示 。 
































这 些 铺 法 的 共同 之 处 在 于 ， 使 用 的 瓷砖 是 等 边 三 角形 、 正 方形 或 





两 者 的 组 合 。 它 们 还 有 为 一 个 属性 : 在 平面 的 一 小 部 分 里 ， 我 们 已 经 得 
到 了 扩展 铺设 的 规则 ， 也 就 是 如 何 周 期 性 地 重复 铺设 ， 生 到 罗 兰 整个 平 
面 。 在 某 种 意义 上 ， 关 键 在 于 给 定 铺设 中 的 任 一 点 P， 我 们 都 能 够 在 两 
个 非 平 行 的 不 同方 向 上 找到 两 个 点 2 和 R， 不 管 你 站 在 这 3 个 点 中 的 哪 
一 个 点 上 ， 马 替 殉 看 起 来 都 完全 相同 。 这 就 是 所 请 的 周期 性 马赛 元。 
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39 ” 彭 罗 斯 和 周期 平 铺 是 怎么 回 事 ? 





在 上 图 中 ， 如 果 我 们 选择 点 P， 我 们 可 以 在 两 个 非 平行 方向 上 找到 
O 和 R， 而 且 站 在 这 3 个 点 上 ， 马 完 克 看 起 来 都 是 完全 一 样 的 。 我 们 可 
以 选择 马赛 元 中 的 任何 其 他 点 作为 P。 


现在 让 我 们 来 看 一 个 非 周 期 性 马赛 元 的 简单 例子 ， 它 只 使 用 了 一 种 
类 型 的 砖 : 全 等 的 等 腰 三 角形 。 








如 时 我 们 《在 上 网 中 ) 站 在 马 喜 殉 的 中 心 点 上 ， 那 驶 没有 任何 其 
他 点 使 马赛 元 看 起 来 完全 相同 : 这 就 是 所 谓 的 非 周 期 性 马赛 元 。 我 们 现 
在 知道 了 ， 对 于 等 腰 三 角形 ， 我 们 可 以 以 周期 性 或 非 周 期 性 的 方式 来 铺 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 


设 地 面 。 正 方形 也 是 如 此 可 以 周期 性 或 非 周期 性 地 铺设 地 面 )。 但 是 ， 
如 果 我 们 使 用 正六 边 形 ， 那 就 只 能 以 一 种 方式 铺设 ， 而 且 它 是 周期 性 
的 ， 就 像 蜂窝 一 样 。 但 是 ， 是 否 有 任何 类 型 的 资 砖 (或 瓷砖 组 》 只 允许 
以 非 周期 方式 铺设 ? 


在 20 世纪 下 半 叶 ， 非 周期 性 马赛 元 引起 了 一 些 数学 家 的 注意 ， 特 
别 是 目 1960 年 以 来 ， 美 籍 华裔 数学 家 王 洛 想 知道 ， 是 否 存 在 一 组 不 同 
的 非 周 期 性 次 巷 ， 也 了 台 是 说 ， 我 们 申 此 铺 出 来 的 平面 是 否 必 然 是 非 周期 
性 的 。 顺 便 说 一 名 ， 王 海 将 这 个 问题 与 数学 和 理论 计算 机 科学 的 基本 定 
理 之 一 一 一 哥 德 尔 不 完备 定理 联系 了 起 来 。 王 浩 猜 想 并 不 存在 这 样 一 组 
非 周 期 性 疙 砖 ( 也 就 是 说 ， 他 相信 任何 可 以 铺 满 平 面 的 总 砖 都 可 以 周期 
性 铺设 )。 但 不 是 这 样 的 。 

















几 年 后 ， 他 的 一 个 学 生 ( 后 来 成 了 一 位 杰出 的 图 论 人 研究 者 ) 罗 伯 
特 : 伯 杰 证 明了 ， 存 在 非 周 期 性 奖 砖 ， 并 且 给 出 了 一 套 20 426 块 不 同 的 
次 砖 ， 可 以 平 铺 整 个 平面 ， 但 所 有 使 用 这 种 瓷砖 的 铺设 方法 都 必然 是 非 
周期 性 的 。 伯 杰 给 出 的 例子 引发 了 某 种 竞赛 ， 因 为 20 426 块 砖 实在 太 
多 了 …… 们 杰 亲自 设法 缩小 了 这 个 集合 ， 直 到 他 找到 了 一 套 104 块 非 周 
期 性 的 瓷砖 。 这 好 多 了 ， 不 是 吗 ? 还 能 再 改进 吗 ? 是 的 ， 能 。1968 年 ， 
高 德 纳 将 这 个 数字 降低 至 92 块 。 更 好 的 是 ，1971 年 ， 拉 斐 尔 :罗宾逊 
给 出 了 一 套 仅 有 56 块 的 非 周期 性 瓷砖 。 在 某 种 意义 上 ， 所 有 上 述 例子 
都 是 相似 的 ， 都 是 在 方形 瓷砖 的 基础 上 进行 修改 。 


鲜于 
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39 ” 彭 罗 斯 和 周期 平 铺 是 怎么 回 事 ? 


太 好 了 ， 不 是 吗 ? 豪 无 疑问 ， 但 不 要 离开 ， 还 没 结束 。 罗 杰 ' 彭 罗 
斯 还 没 出 场 呢 。 当 这 位 朋友 在 1974 年 开始 研究 时 ， 他 受到 (仅仅 〉400 
年 前 开 普 勒 的 一 些 作 品 的 局 发 ， 找 到 了 另 一 套 6 个 非 周 期 性 瓷砖 ， 但 它 
基于 五 边 形 。 好 ，6 块 已 经 做 到 了 。 但 两 年 后 ， 他 获得 了 (当时 的 ) 世 
界 纪 录 - 套 只 有 2 块 的 非 周 期 性 次 砖 ,，“ 飞 镖 ” 和 “ 风 第 ”。 你 现在 
可 以 放声 活 了 ， 我 也 被 这 些 故 事 感动 了 。 




















它们 就 在 那里 ， 如 此 美丽 而 简单 。 当 然 ， 使 用 这 两 块 砖 平 铺 的 时 
候 ， 应 该 让 上 面 的 彩色 线 连 接 起 来 ， 如 下 图 所 示 。 


CS ps) co 
GNI NN SNE 
SAN SA AN 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 


如 采 你 用 这 两 种 砖 并 遵守 该 规则 ， 就 能 以 非 周期 方式 平 铺 整个 平 
面 。 而 且 你 知道 ， 它 很 关 。 这 个 彩色 线 应 当 连 续 不 断 ， 规 则 也 可 以 以 下 
列 方式 绘制 “飞镖 ”和 “ 风 稳 ”来 你 证 : 
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72° 72° 





现在 你 就 可 以 用 这 两 种 砖 来 铺设 地 面 了 ， 不 要 留 空 阶 也 不 要 重 玫 。 
你 看 看 你 的 浴室 多 漂亮 。 出 于 这 个 以 及 其 他 原因 ， 人 们 已 经 研究 并 且 仍 
然 在 研究 彭 罗斯 马赛 克 。 他 们 发 现 了 许多 属性 。 例 如 ， 平 铺 地 面 所 需 的 
“飞镖 ”和 “风筝 ”的 比例 是 黄金 分 割 数 ， 而 斐 波 那 契 序列 则 在 彭 罗斯 
马赛 克 中 随处 可 见 …… 

我 们 还 会 继续 谈论 彭 罗斯 和 他 的 瓷砖 。 现 在 我 让 你 一 个 人 静 静 吧 ， 
这 样 你 才能 开工 一 当然 ， 如 果 你 想 的 话 。 
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40 ”相关 未 必 成 因果 


一 个 国家 的 奶 酷 消费 与 高 尔 夫 球 场 的 收入 之 间 有 什么 关 
系 ? 什么 关系 也 没有 ， 对 吗 ? 然而 ， 如 果 研 究 美国 这 两 种 数据 
为 ， 人 们 会 发 现 它 们 似乎 是 一 起 变动 的 。 那 么 由 此 能 得 出 


的 行 ; 
么 结论 呢 ? 什么 也 没有 。 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 


人 舟 六 定 经 到 “相关 未必 成因 时 ”的 话 一 如果 没有 对 六 
小 那么 你 刚刚 就 读 到 了 。 相 关 意 味 着 什么 ? 我 们 可 以 从 中 得 知 什 
么 ? 在 研究 两 个 数据 之 间 的 相关 性 时 ， 何 时 可 以 得 出 结论 ? 我 们 将 会 斌 
着 回答 这 些 问题 

















正如 本 章 引 语 中 所 说 ， 美 国 的 奶 酷 和 高 尔 夫 消 费 强烈 且 直 接 相 关 ， 
如 下 图 所 示 : 


人 均 奶酪 消费 量 与 高 尔 夫 球 场 收入 正 相 关 
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红线 代表 2000 年 至 2009 年 该 国 的 人 均 奶 酪 消费 量 (以 磅 计 ，1 磅 = 
454 元 )， 蓝 线 代表 相同 时 段 高 尔 夫 球 场 的 收入 〔 以 百 万 美元 计 )。 我 们 可 以 
计算 出 相关 系数 为 0.989705。 这 个 数 代表 什么 ? 它 告 诉 我 们 什么 ? 这 个 数字 
是 一 个 量度 ， 当 它 的 值 接近 1 时 ， 表 示 二 者 正 相 关 : 当 奶 酪 消费 量 增加 时 ， 
高 尔 夫 球场 赚 得 更 多 钱 。 然 而 ， 这 两 者 之 间 显 然 没 有 什么 关联 。 奶 酷 的 
消费 既 不 会 让 高 尔 夫 球场 产生 收入 ， 这 项 运动 也 不 会 刺激 乳 制品 消费 。 


我 们 已 经 说 过 ， 相 关 并 不 意味 着 因果 。 但 反 过 来 说 : 如 果 某 个 行为 
导致 了 某 种 结果 ， 则 研究 数据 中 会 出 现 相 关 性 。 有 时 会 发 生 一 种 逻辑 错 
误 ， 称 为 “肯定 后 件 ”: 如 果 4 意味 着 ， 则 B 意味 着 4， 但 并 不 是 这 
样 的。 一 个 简单 的 例子 是 : 如 果 下 十 了 ， 地 面 会 变 湿 ;但 如 果 地 面 湿 了 ， 
并 不 一 定 是 下 十 了 。 我 们 将 用 非 正 式 语 言 介 绍 一 些 统计 数据 来 解释 它 。 


比方 说 你 是 一 位 农民 ， 正 在 考虑 要 不 要 为 你 的 作物 天 新 的 肥料 。 假 
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40 相关 未 必 成 因果 


设 你 有 数不胜数 的 良田 ， 因 此 在 使 用 这 种 肥料 之 前 ， 你 想 要 确认 它 是 否 
真 的 能 提高 作物 的 产量 。 为 此 ， 你 在 一 段 时 间 内 在 一 小 块 土地 上 使 用 了 
这 种 肥料 ， 并 一 点 一 点 地 增加 用 量 。 你 在 电子 表格 中 定期 记录 两 个 数 
据 : 作物 产量 和 施肥 量 。 现 在 我 们 将 图 表 中 的 数据 表示 如 下 (图 1， 这 
是 一 个 非常 简单 的 虚构 例 于 ， 以 便于 解释 )。 








山 
> 2 
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名 | 1 


如 果 我 们 在 图 表 中 看 到 类 似 于 图 1 的 情况 ， 我 们 可 以 认为 ， 确 实 是 
肥料 用 量 越 多 ， 效 来 越 好 ， 对 吗 ? 不 是 的 。 如 果 得 到 这 种 结果 ， 我 们 只 
能 知道 数据 是 正 相 关 的 〈 当 一 个 值 增 大 时 ， 为 一 个 也 增 大 ， 反 之 亦 然 )， 
但 这 并 不 意味 春 一 个 变量 是 兄 一 个 增加 或 减少 的 原因 。 因 采 意 味 痢 相 
天 ， 而 有 反之 却 不 一 定 成 立 。 至 于 说 数据 相关 成 立 的 ， 是 因为 红 点 的 分 布 
“ 徘 近 ”一 条 直线 (图 2)。 














图 2 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 


如 生出 现 如 网 3 所 示 的 情况 ， 那 些 点 非 疝 分散， 并 且 它 们 的 分 布 并 
韭 “ 徘 近 ” 一 条 直线， 那么 除了 它们 不 是 线性 相关 的 以 外 ， 我 们 什么 也 
没有 了 解 到 ， 但 这 里 可 能 存在 夯 一 种 相关 性 。 我 们 永远 不 能 推 新 ， 因 为 
没有 相关 性 ， 所 以 没有 因 琳 关系 “图 3)。 





到 3 作物 产量 





在 原则 上 ， 唯 一 可 以 让 卖 化 肥 的 商人 走 人 的 情况 是 ， 你 的 数据 得 到 
了 图 4。 








到 4 作物 产量 











在 这 种 情况 下 ， 两 者 为 负 相 关 。 这 貌似 意味 看 ， 肥 料 会 对 作物 产生 
影响 。 为 什么 呢 ? 因为 我 们 得 到 的 不 是 正 相 关 ， 而 是 负 相 关 ， 我 们 
me 了 任 推 到 肥料 上 ， 说 肥料 不 好 。 
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40 相关 未 必 成 因果 


回 到 奶 酷 和 高 尔 夫 球 ， 你 可 以 碍 看 很 多 其 他 有 意思 的 数据 ， 它 们 虽 
然 相 关 ， 却 没有 任何 关系 。 人 均 奶 酷 消 费 量 与 高 尔 夫 球场 收入 呈正 相关 
人们 吃 的 奶 酷 越 多 ， 高 尔 夫 球场 的 收入 越 高 )， 而 酸奶 油 消费 与 饥 猴 死 
亡 率 呈 仙 相关 酸奶 油 消 费 越 多 ， 饥 俄 死亡 越 少 )。 








人 均 酸奶 油 消 费 量 与 壬 国 饥饿 死亡 人 数 负 相 关 


9 
永 一 
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人 训 





2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 
人 均 酸 奶油 消费 量 
节 关 国 饥饿 死亡 人 数 
另 一 张 图 表 显 示 了 尼古拉斯 :让 奇 拍摄 的 电影 数量 与 发 生 乘 客 死 亡 
的 卫 升 机 事故 数量 之 间 呈 人 负 相 关 。 


尼古拉斯 . 凯 奇 拍摄 的 电影 数量 与 发 生 乘 各 死亡 的 直升机 事故 数量 负 相 关 
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1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 206 2007 2008 2009” 
国电 发 生 乘客 死亡 的 直升机 事故 数量 
BE 尼 古 拉 斯 . 凯 奇 拍摄 的 电影 数量 
好 吧 ， 好 吧 ， 我 下 面 要 说 的 和 统计 无 关 了 ， 但 下 一 次 如 采 航 班 上 放 
凯 奇 的 电影 ， 我 就 得 准备 个 降落 伞 。 而 且 用 我 大 儿子 的 话说 ， 我 坐 飞机 
的 时 候 就 不 那么 讲 科学 了 。 
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- 
二 
41 = | 隐 辑 
你 常 坐 地 铁 吗 ? 你 有 没有 注意 到 线路 图 的 设计 ? 这 让 你 
想起 什么 ? 对 ， 电 路 。 这 很 正常 : 今天 的 地 铁 线 路 图 是 由 一 位 
电气 工程 师 设计 的 ， 而 且 这 堆 彩 色 线 条 背后 隐藏 着 很 多 数学 知 
识 。 








些 数学 家 津津 会 对 工程 师 开 些 善意 的 玩 突 ， 好 吧 ， 对 物理 学 家 、 





化 学 家 、 生 物 学 家 …… 也 是 如 此 。 我 们 就 是 这 个 样子 ， 但 没有 和 恶 
意 。 然 而 ， 我 们 应 当 意 识 到 ， 工 程 师 取 得 了 无 数 的 成 束 。 我 对 其 中 一 个 
成 就 特别 好 奇 : 伦 到 地铁 线路 图 是 由 一 位 默默 无 疗 的 美国 工程 师 哈 里 … 
贝克 设计 的 ， 他 彻底 改变 了 20 世纪 的 一 些 设计 理念 。 








实际 上 ， 第 一 张 伦 吝 地 铁 的 路 线 图 是 地 理 地 图 ， 也 就 是 说 ， 人 们 在 
城市 的 真实 地 图 上 ， 以 近似 实际 的 距离 画 出 各 条 地 铁 的 真实 线路 ， 把 站 
点 也 标 在 图 中 。 
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41 ”地铁 线路 图 的 拓扑 逻辑 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 





但 是 ， 请 你 想 一 下 《贝克 在 1931 年 左右 就 思考 了 这 个 问题 )， 地 铁 
乘客 无 须知 道 地 铁 从 一 个 车 站 到 为 一 个 车 站 的 路 线 ， 只 需 知 道 车 站 的 相 
对 位 置 《 所 处 的 顺序 )， 以 及 可 以 换 习 的 和 车站。 用 更 正式 一 点 的 语言 
说 ， 乘 客 需 要 的 是 地 铁 的 拓扑 图 。 因 此 ， 无 论 线 路 的 实际 走向 如 何 ， 都 
可 以 使 用 很 少 的 转 回 来 绘制 线路 图 ， 并 且 这 对 乘客 来 说 更 清楚 、 更 容易 
使 用 : 无 须 显 示 从 城市 的 一 部 分 到 为 一 部 分 的 曲线 路 径 。 


从 数学 的 角度 来 看 ， 我 们 知道 ， 地 铁 线 路 图 是 一 个 图 (我 们 已 经 多 
次 讲 过 图 了 )， 其 中 车 站 是 项 点 ， 而 不 同 车 站 之 间 的 线路 是 边 。 图 中 仪 
显示 顶点 之 间 的 天 系 〈 如 有 )。 在 关于 如 何 组 织 婚 礼 宴会 的 研究 中 ， 图 
的 两 个 顶点 《在 这 个 例子 中 是 婚礼 的 宾客 ) 之 间 的 关系 《以 及 因此 存在 
的 边 ) 显示 了 不 相 容 的 情况 ， 玫 助 我 们 找到 安排 蝎子 的 最 好 方式 。 对 地 
铁 而 言 ， 如 东 有 地 铁 线 路 将 我 们 从 一 个 桔 站 市 到 万 一 个 车 站 ， 则 两 个 项 
点 《车 站 ) 将 (用 边 ) 连接 起 来 。 


所 以 应 该 这 样 来 画 伦 致 地 铁 的 线路 图 一 一 画 成 一 张 图 ， 而 且 要 尺 可 
能 清楚 。 但 具体 怎么 画 呢 ? 因为 同一 张 图 有 很 多 种 不 同 的 绘制 形式 ， 而 
且 根 据 我 们 想 要 做 的 事情 ， 有 些 画 法 比 其 他 画 法 更 好 。 事 实 上 ， 有 一 个 
人 研究 领域 专门 致力 于 优化 网 形 绘制 ， 处 理 大 量 应 用 中 非常 复杂 的 问题 。 
举 一 个 简单 的 例子 吧 ， 让 我 们 看 看 本 页 及 下 页 中 的 插图 ， 其 中 出 现 了 四 张 
图 : 图 1、 图 2、 图 3、 网 4。 
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41 ”地铁 线路 图 的 拓扑 逻辑 


图 3 图 4 


在 图 中 ， 我 们 可 以 说 图 1 是 哈密 顿 图 ， 也 就 是 说 ， 有 一 条 路 径 穿 过 
所 有 顶点 并 返回 起 点 ， 而 不 会 通过 同一 顶点 两 次 《有 助 于 设计 邮递 员 或 
者 垃圾 车 的 路 线 ， 见 第 38 章 )。 图 2 则 是 一 张 正则 图 ， 也 就 是 说 ， 所 有 
顶点 都 连 有 相同 数量 的 边 。 如 采 我 们 看 看 图 3， 我 们 就 知道 它 是 一 张 平 
面 网 ， 也 就 是 说 ， 它 的 边 没 有 任何 交叉 《在 电路 设计 中 ， 这 个 属性 非常 
重要 )。 最 后 ， 我 们 可 以 从 图 4 推 基 出 ， 你 可 以 仅 用 两 种 颜色 为 顶点 春 
色 。( 这 一 点 非 第 适合 上 文中 提 到 的 婚礼 的 例子 ， 因 为 如 采 婚 礼 上 只 安 
排 两 张 果 子 ， 这 个 方法 可 以 帮 你 省 去 大 有 奈 烦 。) 











啊 哈 ， 你 注意 到 了 ， 对 吗 ? 是 的 ， 这 四 张 图 实际 上 是 同一 张 图 ， 以 
不 同 的 方式 绘制 ， 并 且 根 据 选 择 的 不 同 画 法 ， 一 些 属性 比 其 他 属性 更 突 
出 。 我 希望 你 已 经 相信 了 根据 用 途 来 绘制 图 形 的 重要 性 。 证 我 们 回 到 伦 
臻 地 铁 线路 图 上 吧 。 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 


哈里 .贝克 当时 〈1931 年 ) 发 现 ， 线 路 图 不 应 该 是 一 张 地 理 图 ， 拓 
扑 图 更 有 用 ， 其 线条 中 的 曲线 和 转 到 更 少 。 他 开玩笑 似 地 根据 电路 图 市 
来 的 灵感 制作 了 第 一 张 图 。 地 铁 公司 的 负责 人 有 些 述 疑 地 将 贝克 的 想法 
展示 给 了 乘客 ， 却 深 受 乘客 欢迎 。 








在 第 一 张 图 大 获 成 功 之 后 ， 贝 克 又 逐步 改进 视觉 效果 来 让 它 变 得 更 
好 。 比 如 在 1936 年 ， 他 去 掉 了 曲线 ， 只 保留 45 度 和 90 度 转 计 。 


显然 ， 地 铁 公 司 还 想 要 更 多 东西 ， 并 在 1940 年 要 求 贝 克 引 入 60 度 
的 角度 ， 但 这 个 想法 后 来 被 他 拒绝 了 ， 因 为 这 会 涉及 很 多 其 他 问题 。 


你 可 以 查看 伦敦 地 铁 线路 图 百 到 现在 的 演变 史 ， 看 看 之 后 出 现 的 
哪些 改变 让 它 变 得 更 易 用 。 姐 庸 置 疑 ， 哈 里 贝克 是 地 铁 线 路 图 的 创造 
者 。 如 打算 上 这 个 设计 融 来 的 衍生 商品 〈T 人 恤 详 、 杯 子 ……)， 它 必定 
是 20 世纪 最 赚钱 的 产品 之 一 。 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 





%. 们 在 为 一 篇 文 草 ( 见 第 9 章 ) 中 讨论 了 指数 增长 ， 并 试图 证 明了 
所 有 指数 增长 的 东西 都 会 或 多 或 少 变 得 无 法 控制 。 今 天 我 们 会 看 
到 ， 指 数 增长 发 生 之 频繁 超出 了 我 们 的 想象 ， 并 说 明 它 市 来 的 危险 。 


国际 象棋 诞生 的 传说 很 好 地 说 明了 指数 增长 的 想法 : 一 位 智者 为 国 
王 发 明 了 国际 象棋 ， 出 于 感激 和 兴奋 ， 国 王 愿 意 为 这 个 给 他 市 来 许多 快 
乐 的 东西 及 其 发 明 人 慷慨 解 赛 。 但 智者 只 要 求 第 一 个 格子 里 放 1 粒 米 ， 
在 第 二 个 格子 里 放 2 粒 米 ， 接 下 来 放 4 粒 米 ……: 


这 个 1, 2, 4, 8, … 就 是 所 谓 的 指数 增长 : 每 个 格子 里 的 米 都 比 前 一 
个 格子 增加 1 倍 。 问 题 在 于 ， 第 64 个 格子 里 要 放置 2” 粒 大 米 ， 这 大 约 
是 2018 年 世界 稻米 产量 的 400 倍 ， 超 过 人 类 历史 上 稻米 的 总 产量 。 或 
者 ， 如 采 我 们 更 形象 一 点 : 把 这 么 多 个 1 欧元 便 币 堆积 起 来 ， 高 度 会 超 
过 4 光 年 ， 超 出 太阳 系 并 几乎 到 达 下 一 个 星系 。 真 是 难以 置信 。 


但 是 ， 有 些 人 可 能 和 党 得 这 用 不 着 担心 ， 因 为 我 们 不 会 去 数 2 的 63 次 
方 粒 大 米 ， 而 且 ， 如 宁 我 们 有 这 人 么 多 欧元 便 币 ， 我 们 也 不 会 把 它们 堆 成 
一 个 小 塔 。 有 些 人 可 能 会 认为 ， 在 日 负 生 活 中 ， 指 数 增长 非常 军 见 。 是 
的 ， 确 实 ， 持 续 的 指数 增长 在 本 质 上 必然 是 非常 罕见 的 ， 因 为 这 个 性 质 
本 号 束 确 保 它 无 法 发 生 。 尺 管 如 此 ， 在 某 一 阶段 ， 指 数 增长 是 很 常见 的 。 


为 什么 指数 增长 这 么 和 项 见 呢 ? 这 仅仅 是 因为 ， 任 何 固定 和 恒定 百 分 
比 的 增长 都 是 指数 增长 ， 而 这 总 是 不 可 持续 的 。 政 治 家 和 经 济 学 家 应 该 
意识 到 这 一 点 : 长 期 稳定 而 持续 的 增长 ， 例 如 国内 生产 总 值 增长 ， 是 绝 
对 不 可 能 实现 的 。 在 很 长 一 段 时 间 里 ， 中 国 的 国内 生产 总 值 都 每 年 增长 
7% 以 上 ， 这 意味 着 中 国 的 经 济 总 量 每 10 年 就 会 翻 一 番 。 而 显然 ,在 
100 年 后 ， 地 球 上 束 没 有 足够 的 资源 来 维持 这 样 的 增长 了 。 


但 是 ， 无 须 增长 7%， 你 就 可 以 获得 指数 增长 率 : 无 论 我 们 选择 什 
么 百分比 ， 痢 有 类 似 的 增长 速度 ， 只 是 不 是 每 10 年 翻 一 看 轻 了 ， 可 能 
会 多 一 点 ， 也 可 能 会 少 一 点 。 让 我 们 随便 想 一 个 小 幅 增 长 的 例子 吧 。 比 
如 ， 假 设 地球 上 的 人 口 每 年 增长 1.7%《 实 际 上 还 要 高 一 点 : 自 1950 年 
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42 地球 能 装 下 所 有 人 吗 ? 





以 来 ， 世 界 人 口 增长 率 已 经 接近 1.8%)， 这 意味 着 世界 人 口 会 在 短 短 41 
年 内 翻 一 鼻 。 要 近似 求 出 翻 一 番 所 需 的 时 间 ， 只 要 用 70 不 是 刚好 70， 
但 这 是 个 很 好 的 近似 值 ) 除 以 相应 的 百分比 。 


如 果 现 在 地 球 有 70 多 亿 人 ，40 年 后 将 有 140 亿 人 ，80 年 后 有 280 
亿 人 ， 而 在 $ 个 世纪 之 后 ， 人 类 的 质量 将 等 于 整个 地 球 的 质量 。 但 是 这 
个 质量 必定 来 自 某 处 ， 而 且 一 个 行星 似乎 无 法 承受 这 样 大 的 质量 。 有 人 
可 能 会 认为 ， 那 时 人 类 将 开发 出 足够 的 技术 来 移民 其 他 星球 。 这 虽然 有 
可 能 实现 ， 但 得 需要 大 量 这 样 的 行星 ， 因 为 ， 如 果 我 们 说 地 球 没有 足够 
的 资源 来 维持 120 年 的 增长 ， 那 么 我 们 也 不 能 仅 限 于 在 几 个 行星 上 移 
民 ， 因 为 人 口 的 指数 增长 会 在 几 年 内 让 这 些 行 星 饱 和 。 




















7 


6 


世 弄 人 口 “十 亿 ) 
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有 人 会 说 ， 马 尔 院 斯 已 经 在 18 世纪 末 用 过 了 这 些 论点 ， 而 他 的 预言 
尚未 实现 。 但 是 ， 马 尔 院 斯 的 研究 只 限于 食物 ， 而 我 们 在 这 里 说 的 是 人 类 
忆 质 量 引 起 的 问题 。 正 如 美国 环境 记者 艾 伦 : 韦 斯 曼 指出 的 那样 :“ 每 隔 4 
天 半 ， 世 界 上 就 要 多 出 100 多 万 人 。 这 是 不 可 持续 的 .” 是 的 ， 完 全 不 行 。 


显然 ， 我 们 无 法 保证 在 几 个 世纪 内 获得 足够 的 扩 术 来 移民 成 二 上 万 
个 行星 ， 因 此 我 们 必须 采取 措施 来 限制 人 口 增 长 。 
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43 足球 : 数学 比 章鱼 保罗 
更 准确 


还 记得 2010 年 世界 杯 足球 赛 吗 ? 著名 的 章鱼 保罗 成 功 预 
测 了 比赛 结果 。 既 然 它 已 经 不 在 了 〈 愿 它 安息 )， 迷 信 的 人 就 
得 在 自然 界 奇 怪 的 现象 中 寻找 各 种 征兆 …… 如 果 你 不 想 用 这 类 
方法 ， 我 建议 你 研究 一 下 图 论 来 预测 结果 。 
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43 足球 : 数学 比 章鱼 保罗 更 准确 


2018 年 、2022 年 都 会 举办 世界 杯 …… 但 是 请 记 住 2014 年 的 世界 

杯 。 在 比赛 前 夕 ， 西 班 牙 球员 们 面临 着 “卫冕 ”这 个 几乎 不 可 能 
的 任务 。 因 此 ， 任 何 能 帮助 伊 涅 斯 塔 、 哈 维 、 阿 隆 索 和 他 们 的 球 队 的 建 
议 都 是 好 的 。 除 了 健康 饮食 、 适 当 休 息 和 刻 兰 训练 之 外 ， 一 个 数学 分 文 
也 可 以 帮 上 忙 一 一 图 论 。 我 们 已 经 说 过 了 ， 不 开玩笑 。 有 几 篇 文章 尝试 
根据 每 个 球 队 在 比赛 中 传 球 的 图 (顶点 是 球员 ， 并 根据 传 球 次 数 在 他 们 
之 间 次 加 粗细 不 同 的 箭头 ) 来 研究 其 战术 、 优 势 和 弱点 。2010 年 世界 
杯 期 间 ， 英 国 伦 敦 玛丽 女王 大 学 的 两 位 数学 家 哈 维尔 洛 佩 效 . 培 尼 亚 
和 两 果 .图 谢 特 在 该 研究 领域 尤为 出 名 。 了 了 


在 研究 中 ， 他 们 收集 了 比赛 的 不 同 阶段 的 所 有 的 传 球 数据 ， 并 预 
测 西班牙 会 胜利 。 他 们 还 分 析 了 一 些 特定 的 比赛 ， 例 如 ， 一 些 比赛 突出 
了 英格兰 对 德国 战术 的 巨大 漏洞 。 对 于 每 场 比赛 ， 洛 佩 效 . 培 尼 亚 和 图 
谢 特 在 世界 杯 期 间 为 球员 之 间 建 立 了 一 个 “ 传 球 网 络 ” 并 分 析 了 如 何 
比较 不 同 球 队 之 则 的 网 络 。 图 谢 特 解释 说 :“ 网 络 中 的 每 一 位 球员 都 被 
分 配 了 一 个 叫 作 “中 心性 ”的 分 数 ， 来 衡量 他 对 于 网 络 有 多 重要 。 中 心 
性 的 得 分 越 高 ， 如 果 该 球员 因 某 种 原因 发 挥 失 常 ， 其 影响 就 越 大 。 这 
种 类 型 的 分 析 通 常用 于 获得 最 强健 的 计算 机 网 络 ， 但 也 可 用 于 规划 足球 
战术 。” 

人 研究 者 如 何 计算 球员 的 中 心性 呢 ? 根据 香干 参数 ， 主 要 有 三 个 中 心 
性 : 接近 中 心性 《closeness)、 中 介 中 心性 betweenness) 和 人 气 中 心 
性 〈PageRank)。 每 位 球员 的 接近 中 心性 是 基于 他 与 团队 其 他 成 员 的 平 
均 距 离 而 分 配 的 什 ， 因 此 与 团队 联系 紧密 的 球员 具有 较 小 的 平均 距离 和 
较 高 的 接近 中 心性 。 在 某 种 意义 上 ， 中 介 中 心性 指 的 是 球员 在 比赛 中 连 
接 其 他 两 位 队友 的 行为 的 重要 性 ， 换 名 话说 ， 就 是 把 他 撤 下 对 比赛 造成 
的 有 影 响 。 这 样 看 来 ， 球 队 应 当 尝 试 在 球员 间 均 衡 地 分 配 这 个 值 ， 以 避 人 锡 






























































(1) Javier lopez Peia, Hugo Touchette, A network theory analysis of football strategies, 
2012.6.28. 
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红 发 元 拉 拉 的 数学 奇想 








过 度 依 赖 菜 些 明星 球员 的 风险 。 关 于 人 人 气 ， 值 得 注意 的 是 ， 这 种 中 心性 
概念 与 谷歌 用 于 索引 互联 网 的 PageRank 算法 (分 析 链 接 的 数量 来 为 网 
页 排序 的 算法 ) 一 怪 ， 比 如 根据 连接 到 它 的 页 面 数量 赋予 菏 些 页 面 更 多 
“权重 ”。 在 足球 中 ， 人 气 测 量 的 就 是 为 一 位 球员 决定 传 球 给 你 而 不 是 继 
续 目 己 市 球 的 概率 。 显 然 ， 一 位 球员 的 人 气 参数 值 取决 于 他 在 队友 心目 
中 受 欢 迎 的 程度 ， 因 此 必须 整体 计算 。 


除了 测量 每 位 球员 表现 出 的 这 三 个 参数 之 外 ， 他 们 还 提出 计算 球 
队 的 聚集 度 〈clustering) 值 ， 衡 量 球 队 中 的 球员 聚集 在 一 起 并 相互 传 球 
的 倾 问 。 计 算 好 这 些 数据 后 ， 研 究 痢 是 如 何在 没有 任何 “草鱼 ”的 帮助 
下 ， 在 赛 前 利用 这 些 数 据 预 测 出 广 兰 对 西班牙 的 比 客 结果 的 呢 ? 
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西班牙 队 


决赛 前 集 兰 队 和 西班牙 队 的 传 球 网 络 ， 使 用 
半 决 赛 传 球 数据 和 战术 编排 计算 








人 研究 的 传 球 网 络 显 示 ， 西 班 牙 球员 在 本 次 赛事 中 传 球 数 量 惊 人 不 
过 ， 任 何 业余 球迷 都 知道 这 一 点 )， 比 德国 多 出 近 40%， 比 和 谷 兰 高 2 倍 。 
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西班牙 球员 的 得 分 (最 高 的 两 个 得 分 加 粗 显 示 ) 


球 员 C, Ci x Ee 

卡 西 利 亚 斯 16.52 0.00 3.29 20.46 
皮 克 17.32 3.92 11.46 30.70 
普 约 尔 16.32 2.86 9 on iy 
伊 涅 斯 塔 14.60 0.50 8.54 31.03 
比 利 亚 8.68 0.50 5.89 23.96 
哈 维 18.28 1.19 14.66 46.47 
卡 普 德 维 拉 16.54 6.12 10.56 29.91 
阿 隆 索 17.11 1.19 | 3 41.69 
拉 英 斯 16.45 241 9.02 27.05 
布 斯 克 茨 18.55 六 村 12.99 35.32 
佩 德 罗 3.42 0.00 3.35 16.75 


G= 接 近 中 心 度 ; CsD= 于 介 中 心 度 s 为 = 人 人气 中 心 度 ; Cr = 来 集 度 


“团队 力量 的 基础 是 快速 传 球 ， 并 在 所 有 球员 ， 尤 其 是 那些 打 中 场 
的 球员 之 加 很 好 地 分 配 。” 喻 维尔 .党 佩 效 : 培 尼 亚 说 道 。 但 不 仅 如 此 ， 
平衡 还 体现 在 世界 杯 最 佳 射 手 大 卫 ' 比 利 亚 得 到 的 传 球 中 ， 他 平均 每 场 
比 完 接 到 传 球 37 次 ， 比 其 他 球 队 的 任何 前 锋 都 多 。 


谷 兰 球员 的 得 分 (最 高 的 两 个 得 分 加 粗 显示 ) 








球 员 已 Ce()) X Ce 

斯 特 克 伦 博 赫 16.34 0.32 T63 28.35 
范 德 维尔 14.43 2.97 9.79 31.39 
海 廷 加 16.23 2.67 11.06 31.34 
马 泰 森 17.30 1.30 10.84 33.22 
范 布 隆 克 和 霍 斯 特 13.74 1.12 10.07 37.00 
范 博 梅 尔 12.46 3.08 11.19 32.36 
库 伊 特 7.97 1.67 9.02 27.06 
德 容 10.95 2.73 9.28 28.36 
范 佩 西 6.89 2.92 5.88 20.13 
斯 内 德 10.91 .1 10.32 33.77 
罗 本 5.91 0.16 4.91 23.91 


Ci = 接近 中 心 度 ，CsG = 中 介 中 心 度 ，x= 人 气 中 心 度 ，C" = 聚集 度 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 








相反 ， 答 兰 的 比赛 风格 显然 攻击 性 更 强 ， 球 员 间 的 传 球 次 数 非 妆 
少 ， 其 中 大 多 数 球 是 传 给 前 锋 的 。 党 佩 效 * 培 尼 亚 称 :“ 传 球 次 数 低 表 
明 街 兰 队 更 豆 欢 快速 进攻 、 反 击 ， 而 不 是 细腻 的 打 法 。 他 们 通 稼 利用 下 
接任 意 球 这 样 的 关键 球 进 球 ， 并 利用 号 体 素 质 击 败 对 于 。” 








根据 这 些 数据 ， 他 们 得 出 结论 ， 西 班 牙 更 容易 击败 和 停 兰 的 打 法 ， 所 
以 胜利 应 当 属 于 西班牙 。 他 们 在 2010 年 7 月 2 日 (决赛 前 几 天 ) 公布 
了 这 些 结果 。 





所 以 我 们 已 经 看 到 ， 西 班 牙 队 既 可 以 依赖 图 论 ， 也 可 以 依赖 草鱼 保 
罗 : 他 们 不 会 输 。 
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44 飞机 飞 直线 吗 ? 


2014 年 ， 我 们 都 以 沉痛 的 心情 听 到 了 马来西亚 航空 公司 


MH370 飞机 失踪 的 悲剧 。 有 人 在 地 图 上 展示 了 飞机 可 能 遵循 
的 路 线 。 但 你 知道 航空 公司 如 何 选择 最 短路 线 吗 ? 在 这 个 例子 
， 吉 隆 坡 和 北京 之 间 的 最 短路 线 又 是 什么 呢 ? 





失踪 多 年 后 ，MH370 航班 到 底 发 生 了 什么 仍然 是 一 个 於 。 大 众 的 
想象 力 从 来 没有 停止 猜测 失踪 的 原因 ……* 


抛 开 各 种 离奇 的 想法 ， 搜 索 失 事 航 班 给 了 我 们 一 个 机 会 ， 用 更 倘 单 
明了 的 数学 来 思考 一 下 飞机 是 按照 什么 路 线 飞 行 的 。 它 可 能 并 不 完全 符 
合 人 们 的 想象 。 比 如 ， 你 觉得 从 马来西亚 吉隆 坡 飞 往 北京 的 最 短路 线 是 
什么 样 的 ? 有 人 可 能 会 拿 出 世界 地 图 和 一 把 太子 ， 画 出 连接 两 个 城市 的 
直线 ， 因 为 我 们 从 欧 几 里 得 那里 知道 了 两 点 之 间 下 线 最 短 。 确 实 如 此 ， 
但 是 ， 只 有 当 我 们 在 一 个 平面 中 移动 并 用 欧 几 里 得 距离 测量 ， 也 就 是 测 
量 连接 平面 中 两 个 点 的 线段 长 度 时 才 坪 这样 。 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 





然而 ， 现 在 我 们 可 以 表 定 地 球 不 是 一 个 平面 ， 而 是 一 个 球体 一 一 好 
吧 ， 它 不 是 一 个 规则 球体 ， 但 也 差不多 。 所 以 我 觉得 应 该 学 习 一 下 如 何 
计算 球面 上 两 点 之 间 的 最 短 距 离 。 
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球体 上 两 点 之 间 最 短 的 线 是 测 地 线 。 如 果 用 通过 这 两 个 选 定 点 和 球 
心 的 平面 来 切割 球体 ， 在 球面 上 绘制 出 的 曲线 就 是 测 地 线 。 也 就 是 说 ， 
测 地 线 是 球面 上 的 一 条 弧 线 ， 位 于 以 球 心 为 圆心 的 大 圆 上 。 比 如 在 地 球 
上 ， 经 线 《〈 用 来 测量 经 度 ) 是 测 地 线 ， 因 为 它们 都 是 以 球 心 为 圆心 的 圆 
疾 ; 而 纬 线 (用 以 测量 纬度 〉 则 不 是 ， 因 为 ( 除 赤 道外 〉 它 们 的 圆心 都 
不 是 球 心 。 





地 
得 北 要 


经 线 





南极 


在 地 球 上 两 点 之 间 选 择 纬 线 而 非 测 地 线 〈 这 是 最 短 的 ) 作为 路 线 ， 
曾 给 西班牙 的 航海 历史 市 来 了 深远 的 影响 。 





以 前 ， 只 需 测量 太阳 的 高 度 或 观察 地 平 线 上 的 一 些 恒星 ， 就 很 容 
易 知 道 我 们 离 赤 道 有 多 远 ( 纬 度 )， 但 要 确定 地 球 上 的 确切 位 置 ， 我 们 
还 需要 知道 另 一 个 坐标 ， 通 常 是 经 度 。 确 定 经 度 的 问题 直到 18 世纪 才 
得 到 解决 〈 这 要 感谢 英国 人 约翰 哈里 条 发 明了 比 当 时 已 有 的 时 钟 更 精 
确 的 时 钟 )。 因 此 ， 如 果 一 位 探险 家 进入 一 片 未 知 的 海洋 ， 比 如 1492 年 
的 哥伦布 ， 他 通常 不 会 依照 最 短 航 线 一 一 测 地 线 〈( 因 为 要 在 球面 上 确定 
它 ， 必 须知 道 起 点 和 终点 )， 而 是 沿 着 纬 线 航行 。 
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这 一 点 ， 加 上 上 洋流， 以 及 简 萄 牙 对 哥伦布 失去 兴趣 的 窗 境 ， 反 倒 促 
成 了 哥伦布 首次 航行 大 获 成 功 。 没 错 ， 因 为 在 那个 时 代 ， 探 险 几 乎 是 区 
欧 直 王室 的 专利 ， 而 和 葡萄牙 人 也 已 经 进行 了 多 次 探险 。 这 些 探险 遇 到 了 
什么 问题 ?他 们 为 什么 没有 先 于 哥伦布 到 达 美 洲 ? 因为 葡萄 牙 人 想 要 沿 
痢 纬 线 回 西 航行 ， 并 且 从 对 于 他 们 来 说 最 为 合理 的 地 方 ， 即 位 于 葡 衔 才 
王国 领土 最 西部 的 亚 速 尔 群 岛 出 发 ， 结 果 他 们 遇 上 了 非常 强 的 洋流 
墨西哥 湾 暖 流 以 及 随 之 而 来 的 风 。 这 使 得 航行 非常 困难 ， 他 们 几乎 不 可 
能 前 进 。 


全 运 的 是 ， 哥 伦 布 的 航海 计划 没有 被 葡萄 牙 人 接受 ， 他 被 迫 问 西 班 
牙 卡 斯 带 利 亚 王室 求助 。 后 者 同意 了 资助 他 的 航行 ， 并 要 求 他 从 卡 斯 送 
利 亚 的 港口 出 发 : 因此 ， 哥 伦 布 途经 的 最 后 一 块 土地 是 加 那 利 群 岛 〈 莹 
梅 拉 马 和 大 加 那 利 龟 )。 从 加 那 利 群岛 出 发 后 ， 洋 流 和 风 回 均 问 西 ， 让 
他 们 的 航行 成 为 可 能 。 事 实 上 ， 在 返程 航行 中 ， 哥 伦 布 选择 的 航线 要 俩 
北 很 多 ， 因 此 ， 共 西 哥 湾 暖流 推动 他 回 到 了 欧洲 。 



































不 过 ， 现 在 让 我 们 把 西班牙 与 稀 敬 牙 古 老 的 苑 争 搁 在 一 边 ， 回 到 从 
吉隆 坡 到 北京 的 最 短 飞 行路 线 问题 上 。 有 人 可 能 会 想 ， 航 线 应 该 是 对 应 
于 地 图 上 连接 起 点 和 终点 的 一 条 直线 。 或 许 像 哥伦布 一 样 ， 沿 着 言 隆 坡 
所 在 的 纬 线 向 东 飞 行 ， 到 达 北 京 的 经 度 后 再 癌 北 飞行 。 








但 是 ， 我 们 说 过 情况 并 非 如 此 ， 因 为 除了 一 些 限制 之 外 ， 飞 机 通 篆 
萤 循 连接 起 点 机 场 和 终点 机 场 的 测 地 线 。 对 于 言 隆 坡 - 北 京 航线 ， 测 地 
线 与 直线 非常 相似 ， 但 它 并 不 是 直线 。 


显然 ， 航 线 越 长 、 纬 度 差 异 越 大 ， 由 测 地 线 标记 的 路 线 和 直线 之 间 
的 差异 就 越 明显 。 比 如 ， 从 西班牙 塞 维 利 亚 到 吉隆 坡 之 间 的 测 地 线 的 弧 
度 就 更 大 。 


在 实际 飞行 中 ， 飞 机 并 不 完全 沿 厦 测 地 线 飞 行 。 因 为 在 测 地 线 上 可 
能 会 遇 到 因 地 理 和 《或 ) 气象 问题 ， 其 至 有 关 空 中 交通 限制 的 国际 规定 





44 飞机 飞 直 线 吗 ? 





而 无 法 飞行 的 区 域 。 





如 琳 你 有 兴趣 的 话 ， 你 可 以 研究 一 下 飞机 航路 ， 在 头脑 中 想象 飞 
行 来 日 娱 自 乐 。 因 为 事情 照 这 样 发 展 下 去 ， 我 们 很 快 就 不 能 随便 乱 飞 





就 个 人 而 言 ， 当 我 在 1998 年 1 月 乘坐 马来西亚 航空 公司 的 飞机 飞 
往 吉 隆 坡 时 ， 我 注意 到 的 唯一 一 件 事 就 是 ， 整 个 机 组 的 态度 比 大 多 数 欧 
洲 航 空 公司 友 好 ， 环 境 也 舒服 得 多 。 


后 记 
既然 我 们 已 经 谈 到 了 经 度 和 纬度 ， 我 给 你 提 一 个 十 老 的 谜 题 ， 以 
防 有 人 不 知道 。 一 位 探险 家 在 清晨 从 他 的 帐篷 出 发 ， 先 向 南 走 10 千 米 ， 


再 向 东 走 10 千 米 ， 最 后 向 北 走 10 千 米 ， 发 现 自己 回 到 了 起 点 。 他 在 他 
的 帐篷 里 看 到 一 只 能 。 这 只 能 是 什么 颜色 的 ? 
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45 蚂蚁 能 教 给 我 们 什么 
有 算法 


春天 来 临时 ， 和 好 天 气 一 起 来 临 的 有 阳光 、 花 粉 过 敏 ……. 
还 有 蚂蚁 ! 那些 侵入 我 们 厨房 的 小 生物 也 是 一 种 相当 高 效 的 计 
算 机 萌 法 的 灵感 来 源 。 





区 
数学 方法 处 理 的 问题 ， 比 如 旅行 商 问 题 (参见 第 6 音 )。 这 并 不 是 
计算 机 第 一 次 模仿 目 然 来 解决 问题 ， 比 如 还 有 基于 达尔 文 进化 过 程 的 遗 
传 算法 ， 通 过 该 过 程 ， 日 然 可 以 获得 适应 环境 的 物种 。 











还 是 说 回 蚂 蚊 吧 。 我 们 能 学 到 什么 呢 ? 我 们 可 以 学 到 很 多 关于 集体 
镶 芭 的 东西 : 蝎 妥 很 灵活 ， 因 为 它们 会 适应 内 部 或 外 部 的 干扰 ; 它们 很 
强大 ， 因 为 虽然 蚁 群 中 的 一 些 个 体 死亡 了 ， 但 它们 仍然 能 完成 任务 ;， 它 
们 是 分 散 的 ， 因 为 蚁 群 不 需要 任何 领导 者 来 执行 任务 ， 而 且 ， 它 们 会 
日 己 组 织 起 来 ， 哪 介 没 有 预先 定义 接近 目标 的 路 径 ， 蚊 群 还 是 会 找到 
目标 。 
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45 蚂蚁 能 教 给 我 们 什么 算法 


We wk pe he We HW he phe Wh Wk 





这 一 切 都 避 循 徊 单 的 规则 和 更 为 价 单 的 沟通 (如果 可 能 的 话 )。 很 
让 人 天 如 ， 对 吧 ? 但 我 们 谈论 的 是 数学 。 








数学 模型 如 何 模仿 蚁 群 呢 ?” 比 如 ， 让 我 们 考虑 一 下 在 图 中 找到 最 
短路 径 的 问题 。 在 我 们 的 图 中 ， 顶 点 (点 ) 代表 城市 ， 边 〈 线 ) 代表 连 
接 它 们 的 道路 ， 我 们 在 上 面 标记 了 了 长度。 如果 想 要 计算 从 顶点 A 到 顶 
点 乙 的 最 短路 径 ， 该 怎么 做 ? 显然 ， 人 们 可 以 用 确定 性 的 方式 完成 〈 实 
际 上 ， 人 们 并 不 会 在 这 个 问题 上 使 用 改 群 算法 ， 但 我 们 用 它 作 为 一 个 
例子 )， 而 且 还 可 以 尝试 模仿 这 些 昆 虫 找到 食物 和 蚁 羡 之 间 最 短路 径 的 
方法 。 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 





在 观察 一 队 将 食物 运 到 居 穴 的 蚂 尽 时， 你 应 该 会 知 掉 它们 跟随 信 
县 系 的 踪迹 一 它们 能 够 闻 到 之 前 的 蚂 蚊 在 路 径 上 留 下 的 类 似 于 激素 的 
化 学 物质 。 如 琳 我 们 在 其 路 径 中 间 放 和 置 障碍 物 ， 信 息 系 的 炉 迹 就 会 被 
打 乱 。 


在 那 一 刻 ， 蚂 蚁 会 随机 决定 应 该 依照 哪 条 蔡 代 路 径 。 有 些 蚂 蚁 会 
选择 最 短 的 路 线 来 避 开 障碍 ， 有 些 则 不 会 〈 束 是 我 们 经 党 看 到 的 那些 求 
旺 失 措 的 蚂蚁 )。 应 该 注意 ， 蚂 败 在 蚊 穴 外 面 分 泌 的 信息 素 的 量 或 多 或 
少 是 固定 的 。 因 此 ， 选 择 最 短路 径 的 蚂 凡 在 路 径 上 分 泌 的 信息 素 浓 度 最 
高 ， 因 为 它们 留 在 蚁 从 外 的 时 间 较 短 。 通 过 这 种 方式 ,“ 聪 明 ” 的 蚂蚁 
留 下 的 痕迹 更 强烈 ， 将 玛 励 后 续 的 蚂蚁 选择 最 短 的 最 优 路 径 。 那 些 追 随 
“聪明 ” 晤 蚁 的 蚂蚁 会 用 信息 素 让 这 条 猴 迹 您 发 强烈 ， 所 以 在 很 短 的 时 
间 内 ， 所 有 蚂蚁 都 会 通过 最 短 的 路 线 返 回 蚊 穴 。 


























这 些 都 可 以 通过 计算 机 轻松 模拟 ， 而 且 人 们 设计 出 了 蚁 群 算法 
(Ant Colony Optimization， 和 简称 ACO)。 我 不 会 在 这 里 详细 解释 蚁 群 算 
法 的 工作 原理 ， 但 其 主要 思路 如 下 : 如 果 我 们 有 一 个 图 ， 并 想 要 计算 两 
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45 蚂蚁 能 教 给 我 们 什么 算法 


个 顶点 之 间 的 最 短路 径 ， 我 们 就 从 第 一 个 顶点 “放出 ”一 只 生 愧 。 妆 
然 ， 它 会 选择 一 条 边 移 动 到 图 的 妨 一 个 顶点 ， 当 然 该 顶点 要 与 第 一 个 顶 
点 之 间 有 连 线 。 为 此 ， 我 们 将 为 每 条 边 规定 一 个 初始 量 并 分 配 信息 素 ， 
通过 这 种 方式 为 每 条 边 赋予 一 个 概率 ， 与 信息 系 的 量 成 正比 ， 与 边 的 长 
度 成 反比 。 








根据 这 个 指定 的 概率 ， 蚂 蚁 会 选择 路 径 的 第 一 条 边 。 当 它 到 达 一 个 
新 的 顶点 《代表 一 个 可 能 的 障碍 物 前 的 分 又 点 ， 或 道路 的 交叉 点 ) 时 ， 
蚂蚁 很 有 可 能 继续 沿 看 具有 最 强 信 息 系 炉 迹 的 边 往 前 走 〈 我 们 为 具有 更 
多 信息 素 的 边 分 配 更 大 的 概率 ， 然 后 抽签 )。 当 蚂蚁 到 达 目 标 项 点 时 ， 
我 们 在 其 走 过 的 边 上 分 配 同 定量 的 信息 系 《〈 路 径 越 长 ， 每 条 边 上 的 信息 
素 越 少 )。 然 后 ， 我 们 放出 另 一 只 蚂蚁 ， 以 此 类 推 。 经 过 几 次 迭代 后 ， 
蚁 群 将 找到 图 中 的 最 短路 径 。 

这 差不多 就 是 蚁 群 算法 的 内 在 思路 了 。 因 此 ， 下 次 当 我 们 的 朋友 入 
侵 你 的 糖 饶 时 ， 请 记 住 ， 至 少 它 为 计算 机 世界 贡献 了 一 些 东 西 ， 况 且 我 
们 每 天 都 在 容忍 其 他 更 有 害 的 虫子 …… 


顺便 说 一 下 ， 在 执行 这 些 算法 期 间 ， 我 们 保证 没有 任何 蚂 蚊 遭受 任 
何 伤害 。 
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如 果 有 一 天 搜索 引擎 突然 不 能 用 了 会 怎么 样 ? 单 是 想 一 想 


就 该 冒 冷汗 了 





多 人 部 不 得 不 承认 ， 这 个 著名 的 搜索 引擎 为 人 们 的 工作 和 个 人 生 

活 市 来 了 真正 的 章 命 。 它 市 给 我 们 的 影响 甚至 比 你 想象 的 还 要 大 。 
多 亏 了 搜索 结 来， 我 们 才能 找到 荣 家 移 馆 或 酒店 ， 选 择 东 部 电影 或 聆听 
东 首 音乐 。 但 有 多 少 人 知道 ， 这 个 平 合 的 成 功 全 徘 其 创始 人 善于 运用 数 
学 工具 ? 











也 许 ， 当 初 在 美国 密 欣 根 大 学 学 习 线 性 代数 、 图 论 和 概率 以 及 其 
他 学 问 时 ， 谷 歌 的 两 位 创始 人 之 一 拉 里 ' 佩 奇 并 不 知道 他 会 用 在 诛 符 上 
学 到 的 东西 摘出 什么 动静 。 另 一 位 创始 人 谢 尔 苗 ' 布 林 还 在 距离 佩 奇 超 
过 800 干 米 的 地 方 学 习 数 学 ， 也 许 他 也 对 将 来 一 无 所 知 。 但 是 他 们 做 到 
了 ， 而 且 做 得 多 么 床 腕 ! 


撰写 本 书 的 几 个 月 前 ， 一 位 同事 告诉 我 ， 我 们 计算 机 系 的 一 位 校友 
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[ee A 


抱怨 ， 在 当 了 几 年 程序 员 之 后 ， 他 仍然 不 知 拓 为 什么 在 大 学 非得 学 线性 
代数 。 我 的 同事 回答 得 很 总 学:“ 显 然 ， 谷 歌 的 创始 人 就 知 掉 原因 ， 所 
以 现在 你 在 散 代 码 ， 人 家 在 数 钱 。” 我 觉得 这 场 对 话 到 这 里 应 该 就 结束 
了 一 一 我 的 同事 非常 有 说 服 力 。 


确实 。 如 今 ， 所 有 人 都 很 自然 地 在 谷歌 上 输入 几 个 单词 ， 然 后 就 找 
到 了 无 限 的 结果 。 我 们 已 经 习惯 了 无 有 顷 翻 过 第 一 页 ， 因 为 我 们 在 最 前 面 
的 儿 个 条 目 中 就 能 找到 结果 。 但 是 ， 如 果 有 人 住 在 西班牙 书 尔 瓦 省 车 名 
的 埃 尔 罗 西 奥 ， 却 仍然 没有 工作 ， 他 在 谷歌 里 输入 “trabajo Rocio”( 意 
为 “工作 埃 尔 罗 西 奥 ”)， 第 一 个 条 目 就 是 埃 尔 罗 西 奥 的 工作 机 会 ， 其 
至 还 会 找到 西班牙 芳 工 部 长 的 声明 。 然 而 ,智利 当代 著名 诗人 受 鲁 达 
的 诗作 《人 臻 我 的 责任 》(4 mis obligaciones) 中 也 有 “rocio”( 意 为 “ 露 
































205 


红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 


水 ”) 一 词 ， 却 很 难 补 找到。 显然 ， 谷 歌 明日 搜索 “trabajo Rocfo ”的 人 
更 可 能 是 一 个 想 要 摆脱 失业 的 人 ， 而 不 是 个 诗歌 迷 。 它 是 对 的 ， 但 它 是 
怎么 做 到 的 呢 ? 


谷歌 做 的 第 一 件 事 ， 就 是 索引 所 有 互联 网 页 面 《 有 时 甚至 一 天 几 
次 )， 并 用 它 构建 一 个 有 加 图 。 这 个 岁 中 的 元 素 ， 一 部 分 是 全 世界 的 网 
页 《它们 是 图 的 顶点 )， 邦 一 部 分 则 是 这 些 网 页 之 间 的 链接 〈 如 采 一 个 
页 面 连接 到 态 一 个 页 面 上 ， 那 么 就 有 一 个 从 第 一 个 页 面 指 回 第 二 个 页 面 


的 租 头 )。 
pa 


有 了 这 些 信息 ， 合 歌 为 互联 网 的 每 个 页 面 分 配 一 个 号 码 ， 即 所 请 的 
PageRank 〈 不 完全 是 这 样 ， 但 与 之 类 似 )。 页 面 的 PageRank 试图 测量 上 
网 的 人 最 终 访 问 这 个 特定 页 面 的 概率 。 过 去 ， 人 们 会 用 海滩 上 常用 的 语 
言 打 个 比方 ， 说 它 试 图 测量 偶然 的 “冲浪 者 ”在 “导航 ”时 到 达 该 页 面 
的 概率 。 














很 明显 ， 如 果 有 许多 其 他 页 面 都 连接 到 有 某 个 页 面 ， 那 么 它 的 
PageRank 应 该 很 高 。 因 为 我 们 知道 ， 如 果 很 多 人 都 想 要 找 它 ， 那 么 它 
肯定 有 一 些 有 用 的 信息 ， 而 人 们 也 非常 可 能 最 终 会 访问 它 。 但 这 还 不 是 
全 部 : 同样 明显 的 是 ， 如 果 你 的 网 页 连接 的 网 站 很 少 ， 但 这 些 网 站 在 网 
络 中 非常 有 影响 力 ， 那 么 你 的 网 页 的 PageRank 也 应 该 很 高 ， 因 此 它 会 
出 现在 谷歌 提供 的 头 几 个 结果 中 。 
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有 了 这 两 个 想法 (以 及 与 概率 过 程 更 为 相关 的 其 他 想法 )， 
PageRank 算法 就 被 构造 出 来 了 。 为 了 表示 页 面 和 链接 的 图 景 ， 在 这 里 
使 用 了 数学 中 所 谓 的 “和 矩阵 ”。 


0.0250 
0.875 
0.0250 
0.0250 
0.0250 
0.0250 


0.0250 
0.0250 
0.450 
0.450 
0.0250 
0.0250 


0.0250 

0.0250 

0.0250 
0.308 
0.308 
0.308 





0.875 
0.0250 
0.0250 
0.0250 
0.0250 
0.0250 


0.0250 
0.0250 
0.0250 
0.0250 
0.0250 
0.875 


0.875 
0.0250 
0.0250 
0.0250 
0.0250 
0.0250 


基本 上 ， 对 该 矩阵 执行 代数 运算 ， 为 每 个 页 面 分 配 一 个 数字 ， 可 以 


让 该 页 面 在 谷歌 显示 的 排序 中 排 到 一 个 好 位 置 


或 者 不 好 的 位 置 。 如 


果 你 想 详 细 了 解 作 者 提出 的 算法 , 可 以 看 篇 论文 了 。 如 果 你 想 玩 一 玩 , 网 
上 有 一 个 PageRank 计算 右 来 进行 测试 ， 由 此 更 好 地 理解 该 算法 。 


我 想 最 后 向 我 的 程序 员 竺 生 们 说 几 名 话 。 你 们 永远 不 会 知道 成 功 
的 秘诀 会 隐藏 在 什么 样 的 数学 里 。 如 有 末 你 们 能 像 拉 里 和 谢 尔 盖 一 样 登 上 
福布斯 请 紧 榜 ， 不 要 忘 了 你 们 的 老师 我 啊 ! 好 吧 ， 不 管 你 们 的 未 来 怎么 
样 ， 我 都 希望 你 们 能 记 住 我 。 








(1) Sergey Brin, Lawrence Page, The Anatomy of a Large-Scale Hypertexual Web Research 


Engine, Stanford University. 
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47 ”大米 、 清 酒 和 木头 盒子 


和 


子 即 可 准确 测量 液体 。 要 不 要 玩 ? 








最 喜欢 的 数学 普及 者 是 位 日 本 人 ， 他 叫 秋山 仁 ， 我 很 幸运 成 为 他 
的 朋友 。 在 他 告诉 我 的 所 有 事情 中 ， 最 令 人 惊讶 的 事 之 一 是 我 今 
天 要 讲 的 这 个 一 一 用 一 个 没有 任何 刻度 的 木 盒子 来 进行 精确 的 测量 。 











我 们 所 说 的 木 盒子 叫 作 “ 杉 ”。 它 是 方形 的 ， 没 有 兰 子 ， 传 统 上 日 
本 用 它 来 估量 大 米 。 今 天 人 们 用 小 “要 ”来 汤 清 酒 ， 或 用 它 淡 盐 、 骨 椒 
或 香料 ， 以 便 放 在 加 上 。 


挑战 开始 。 假 设 我 们 有 一 个 6 升 的 “ 术 ” 比如 说 ， 我 们 用 它 卖 水 ， 
但 顾客 (他 们 会 用 一 样 的 “要 ”来 买 水 〉 让 我 们 装 个 整数 ， 即 1、2、 
3、4、5 或 6 升 ， 而 不 会 要 求 1.5 升 。 此 外 ， 我 们 用 “ 覆 ” 从 大 水 生 中 
取水 ， 但 我 们 只 能 从 水 征 中 取 一 次 水 。 然 而 ， 我 们 可 以 根据 需要 把 水 倒 
回 水 和 中 。 好 啦 ， 我 们 准备 好 了 。 
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rom 


‘i 








如 果 第 一 位 顾客 要 天 1 升水 ， 该 怎么 办 ? 请 记 住 ,“ 析 ”上 没有 刻 
度 。 实 际 上 ， 如 琳 我 们 在 水 箱 中 把 “村 ”站 满 ， 然 后 开始 倒 水 ， 下 到 它 
与 压 边 的 两 个 项 点 对 齐 ， 剩 下 的 水 就 是 1 升 。 束 像 下 页 中 的 图 一 样 。 
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为 了 验证 上 一 段 所 说 的 内 容 是 否 正确 ， 只 需 想 一 下 如 何 计算 四 面体 





三 核 锥 的 高 
三 棱锥 底面 积 ~....... 


“村 ”的 底面 积 
2 
三 棱锥 的 高 =“ 材 ”的 高 


1 C6 39 . 
三 术 锥 体积 = 一 (一 一 


三 核 锥 底面 积 = 


x“ 机 ”的 高 ) 
三 棱锥 体积 = = x “ 权 ” 的 体积 = 1 逢 


如 果 顾 客 想 要 2 升水 呢 ? 有 人 可 能 想 重 复 两 次 上 面 的 方法 。 但 是 ， 
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47 大 米 、 清 酒 和 木头 盒子 


错 ! 不 可 能 。 因 为 ， 为 此 我 们 就 得 从 水 缸 中 取 两 次 水 ， 而 我 们 只 能 取 一 
次 。 那 怎么 办 呢 ? 让 我 们 看 看 如 何 用 “机 ” 取 3 升水 ， 并 在 取 到 之 后 减 
少 到 2 升 。 要 用 我 们 的 盒子 量 3 升水 ， 只 需 先 把 它 装 满 ， 然 后 倾斜 将 水 
倒 出 ， 直 到 水 与 使 底 的 一 条 边 对 齐 ， 如 下 图 所 示 。 








这 将 是 “要 ”的 一 半 ， 因 此 水 是 3 升 。 好 吧 ， 我 们 现在 可 以 用 它 来 
量 出 2 升水 了 : 把 “ 析 ” 装 满 是 6 升水， 把 3 升水 倒 回 水 拭 ， 让 水 面 与 
底 边 对 齐 ， 于 是 “村 ”里 还 有 3 升水 。 现 在 把 水 倒 进 顾客 的 “ 桂 ” 里 ， 
直到 我 们 自己 的 “ 析 ” 里 还 剩 1 升水 ， 与 顶点 对 齐 。 现 在 我 们 把 2 升水 
倒 给 顾客 ， 剩 下 的 1 升水 倒 回 水 生 。 


有 要 是 4 升水 呢 ? 容 吻 。 像 前 面 一 样 取 6 升水 ， 给 顾客 的 “村 ”里 倒 
3 升水 ， 直 到 与 底 边 对 齐 。 现 在 把 自己 “村 ”里 的 水 倒 回 水 和 ， 直 到 只 
留 下 1 升水， 与 项 点 对 齐 ， 然 后 我 们 把 水 倒 给 顾客 。 这 样 一 来 ， 卖 5 升 
水 也 非常 容易 : 只 要 把 我 们 的 “ 材 ” 装 满 ， 倒 进 顾客 的 “村 ”里 ， 下 到 
我 们 的 “ 析 ” 里 只 有 1 升水 就 行 了 。 


好 ， 轮 到 你 玩 了 。 我 提出 一 个 挑战 来 “招待 ”你 一 下 ， 没 有 盒子 ， 
这 次 用 饶 子 : 你 有 3 个 容量 分 别 为 3、5、8 升 的 大 饶 子 。8 升 的 水 饶 疙 
满 了 水 。 你 的 任务 是 精确 地 量 出 4 升水 。 你 没有 其 他 容 般 ， 这 些 容 角 上 
也 没有 刻度 。 我 等 你 的 答案 咯 ! 


如 果 你 想 做 一 个 纸 制 的 “ 析 ” 可 以 在 网 络 上 学习 。 你 永远 不 知 违 
什么 时 候 你 需要 它 ， 哪 怕 不 需要 ， 它 也 可 以 让 你 娱乐 一 下 。 
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48 有 晴天、 下 雨 
以 及 电 樟 的 
故事 


和 陌生 人 一 起 等 电梯 上 时， 人 
们 会 看 着 地 面 ， 或 谈论 今天 下 十 
或 晴天。 但 你 有 没有 注意 过 电梯 


有 多 少 次 从 上 面 下 来 ， 又 有 多 少 
次 从 下 面 上 来 ? 你 注意 到 什么 奇 
怪 的 事 了 吗 ? 











48 ”上 晴天、 下 雨 以 及 电梯 的 故事 








妈 0 果 西 班 牙 有 什么 事 值得 大 导演 路 易 斯 .加 西亚 :贝尔 兰 加 ”再 拍 一 
部 电影 的 话 ， 那 慌 介 是 在 电梯 门 前 或 电梯 里 的 对 话 ， 人 们 可 以 谈 
的 不 只 是 天 气 好 坏 。 





在 另 一 个 时 间 、 另 一 个 地 点 〈20 世纪 的 美国 )， 两 位 物理 学 家 乔 
治 : 伽 莫 夫 和 他 的 同事 马 文 * 斯 特 恩 因为 没有 热恋 中 的 公主 ， 也 没有 可 
以 让 人 说 朵 话 的 前 会 计 师 ， 他 们 在 独 目 按 电 梯 时 ， 就 专心 观察 了 电梯 从 
更 锅 和 《或 ) 更 低 楼 层 到 来 的 频率 。 


具体 来 说 ， 伽 莫 夫 的 办 公 室 在 二 层 ， 他 经 稼 上 楼 与 六 层 的 斯 特 恩 一 
起 工作 。 他 注意 到 ， 当 他 按 电梯 按钮 时 ， 大 部 分 时 间 电 梯 都 来 目 更 遍 的 
楼 层 。 这 是 怎么 回 事 ?人们 在 屋 项 上 安装 了 电梯 ， 并 让 它 从 上 至 下 运行 
吗 ? 伽 砚 夫 想 ， 难 道 不 是 电梯 大 约 一 半 时 间 从 下 面 上 来 ， 一 半 时 间 从 上 
面 下 来 才 更 合乎 逻辑 吗 ? 


但 当 他 的 朋友 斯 特 恩 下 楼 与 伽 砚 夫 一 起 工作 或 者 回 他 信 笔 的 时 候 ， 
斯 特 恩 也 按 了 电 柳 按钮 ， 并 发 现 电梯 大 部 分 时 间 都 是 从 下 面 上 来 的 ， 很 
少 从 上 面 下 来 。 这 又 是 怎么 回 事 ? 难道 人 们 在 地 下 室 安 疙 了 电梯 ， 并 让 
它们 从 下 至 上 运行 吗 ? 有 一 天 ， 两 人 讨论 了 这 个 看 似 予 盾 的 事实 ， 并 得 
出 结论 说 ， 电 梯 可 能 是 在 四 层 安装 的 ， 并 分 别 上 升 和 下 降 。 是 的 ， 这 是 
个 笑话 。 他 们 是 物理 学 家 ， 不 是 那些 媒体 上 随 随 便便 得 出 结论 的 问 宾 。 
































不 过 这 个 事实 不 容 置 疑 ， 如 琳 在 大 楼 一 层 按 电 标 按钮 ， 电 标 从 上 面 
下 来 的 频率 更 蚤 反之， 如 来 在 最 局 层 按 电梯 按钮 电梯 则 更 有 可 能 从 下 
面 上 来 。 从 概率 的 角度 来 看 ， 这 完全 没有 巴 盾 ， 尺 省 从 下 觉 上 看 是 这 样 。 
我 们 把 直觉 暂时 放下 ， 思 考 一 下 概率 吧 : 如 果 我 们 假设 电梯 在 建筑 物 内 
均匀 上 下 移动 ， 我 们 位 于 一 座 七 层 建 筑 (就 像 伽 葛 夫 和 斯 特 恩 工作 的 那 
栋 楼 一 样 ) 的 二 层 ， 那 么 ， 因 为 我 们 上 面 的 楼 层 比 下 面 多 ， 所 以 在 按 电梯 
按钮 的 时 候 ， 电 标 在 更 高 楼 层 的 概率 大 于 在 更 低 楼 层 的 概 座 。 反 之 亦 然 。 





























@) 路 易 斯 .加 西亚 .贝尔 兰 加 (1921 一 2010)， 西 班 牙 电影 导演 。 一 一 译 者 注 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 


总 而 言 之 ， 在 非 大 楼 正中 的 楼 层 按 电梯 按钮 时 ， 认 为 从 上 (或 从 
下 ) 来 的 概率 各 50%， 就 和 认为 因为 明天 要 么 下 雨 要 么 不 下 雨 ， 所 以 下 
两 的 概率 必然 是 50% 一 样 不 严谨 。 好 吧 ， 这 也 是 个 笑话 ， 我 讲 出 来 是 防 
止 某 一 天 电视 上 有 些 嘉 宾 会 这 么 说 …… 说 到 笑话 ， 我 们 的 “电梯 物理 学 
家 ”之 一 伽 莫 夫 也 是 科学 界 众所周知 的 一 个 轶 事 的 主角 。 在 我 看 来 ， 他 
非常 讨 人 喜欢 。 我 给 你 讲 讲 这 个 故事 吧 ， 没 准 你 哪 天 就 想 在 电梯 里 讲 呢 。 


伽 莫 夫 是 拉 尔 夫 .阿尔 菲 的 论文 导师 。 他 们 共同 发 表 过 一 篇 天 体 物 
理学 论文 ， 他 们 认为 ， 在 宇宙 大 爆炸 的 时 候 ， 以 一 定 比 例 产 生 了 氨 、 气 
和 其 他 较 重 的 金属 。 这 篇 文章 与 天 于 这 一 事实 的 现 有 理论 相 了 矛盾， 但 
事实 证 明 ， 它 符合 今天 通行 的 理论 。 好 玩 的 不 是 这 个 ， 但 这 一 研究 很 
激动 人 心 ， 不 是 吗 ? 由 于 这 篇 论文 的 作者 是 阿尔 菲 〈Alpher) 和 伽 斐 夫 
(Gamow)， 他 们 的 姓氏 听 起 来 有 点 像 希 腊 字 母 表 中 的 第 一 个 字母 “ 阿 
尔 法 ”(a) 和 第 三 个 字母 “ 伽 马 ”(Y)， 但 中 间 缺 了 “贝塔 ”(B) 来 构 
成 “阿尔 法 -贝塔 =- 伽 马 ” 因此 ， 他 们 说 服 了 男 一 位 杰出 的 物理 学 家 
汉 斯 . 贝 特 ， 把 他 的 姓氏 (Bethe〉 加 进 这 篇 他 一 个 字 也 没 写 的 论文 里 ， 
只 是 为 了 “阿尔 菲 =- 贝 特 - 伽 莫 夫 ” 听 起 来 像 “阿尔 法 - 贝 培 - 伽 马 ” 
这 就 是 为 什么 虽然 这 篇 文章 的 原名 是 《化 学 元 系 的 起 源 》， 却 被 称 为 
“opy 论文 ”。 





























人 徊 更 夫 后 来 日 己 回 忆 说 ， 由 于 他 没 能 充分 证 明 关 于 这 些 化 学 元 素 起 
源 的 假设 ， 贝 特 一 度 认 真 考 虑 改姓 扎 卡 赖 亚 斯 (Zacharias) …… 好 吧 ， 
你 不 能 说 我 没 给 你 每 电梯 时 候 的 谈资 了 了。 我 的 楼 层 到 了 ， 我 下 啦 。 
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49 ” 那 一 晚 在 蒙特 卡 党 发 生 
了 什么 ? 错误 的 信念 和 
慨 率 游戏 


虽然 计算 在 概率 游戏 中 获奖 的 机 会 是 一 个 简单 的 算术 运 
算 ， 但 哪怕 在 今天 ， 继 续 使 用 错误 的 标准 来 选择 彩票 数字 的 还 


是 大 有 人 在 。 
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红 发 克拉 拉 的 数学 奇想 





天 前 ， 我 到 镇 上 的 烟 店 买 东西 ， 发 现 一 大 早 就 有 很 多 人 排队 ， 令 
我 非常 售 讶 。 我 看 看 前 面 的 顾客 。 我 先是 高 兴 地 注意 到 他 们 中 几 
乎 没有 人 会 灭 烟 ， 然 后 ， 就 在 惊讶 和 一 点 点 疲 攻 中 ， 看 春 他 们 购买 六 合 


EE 
不/ 相 / 未 。 


在 某 一 刻 ， 我 很 有 冲动 想 告 诉 他 们 碰 对 6 个 号 码 的 可 能 性 (是 
1/13 983 816)， 劝 他 们 不 要 把 钱 花 在 这 里 。 我 妨 住 没 动 。 看 到 他 们 绝望 
的 面孔 ， 他 们 因 失 望 而 锌 眉 ， 脸 色 变 得 苍 蝗 ， 我 明白 西班牙 政府 不 太 可 
能 帮 到 他 们 。 我 非常 累 ， 眼 睛 垂下 来 。 但 这 让 我 难受 ， 特 别 是 当 我 听 到 
“我 已 经 玩 了 3 年 相同 的 数字 ， 这 次 肯定 能 太 ” 或 “不 要 给 我 达 续 的 数 
字 ， 从 来 赢 不 了 ”这 样 的 论点 时 …… 唉 ， 算 了 。 


我 给 你 讲 个 故事 吧 ， 告 诉 你 去 特 卡 洛 赌场 曾经 发 生 了 什么 。 那 是 
1913 年 的 夏天 ， 在 壹 特 卡 党 赌场 的 轮 盘 赌 中 ， 连 续 15 次 出 现 黑 色 。 聚 
集 的 赌 客 开 始 押 红色 ， 因 为 该 转运 了 。 但 是 没有 ， 在 摩纳哥 的 这 个 夏 
日 ， 黑 色 连 续 26 次 出 现 ， 这 意味 着 赌场 可 以 获得 数 百 万 法 即 的 利润 ， 
还 有 一 大 串 因 押 红 色 而 让 自己 显得 无 比 愚 秦 的 赌 客 。 









































认为 在 出 现 许多 次 黑色 后 就 该 轮 到 红色 ， 或 是 扔 便 币 连续 几 次 正面 
孢 该 出 现 反面 ， 这 种 做 法 被 称 为 “家 特 卡 洛 恋 误 ”。 是 的 ， 它 是 一 个 雇 
误 ， 一 种 错误 的 信念 。 就 像 有 人 认为 ， 如 果 一 年 中 每 天 都 天 同一 个 数字 
的 彩票 ， 那 么 每 一 天 都 更 接近 大 奖 一 样 。 


但 事实 不 是 这 样 的 。 我 们 来 说 说 其 中 的 道理 。 每 次 抽签 、 抛 人 硬币 或 
诈 转 轮 盘 时 ， 猜 中 和 或) 获胜 的 概率 是 相同 的 ， 因 为 每 次 抽签 或 抛 毛 
邦 与 前 一 次 无 天 。 当 我 们 抛 人 硬币 时 ， 每 次 正面 贿 上 的 概率 都 是 12。 在 
我 看 来 ， 让 一 些 人 产生 索 特 卡 洛 恋 误 的 原因 在 于 ， 他 们 混 消 了 第 三 次 抛 
出 正面 的 概率 与 连续 三 次 抛 出 正面 的 概率 。 不 ， 它 们 不 一 样 。 


抛 便 币 时 ， 你 在 第 三 次 抛 出 正面 的 概率 是 /2。 是 的 ， 就 像 第 一 次 、 
第 二 次 …… 第 二 十 次 。 连 续 抛 出 3 个 正面 的 概率 是 第 一 次 抛 出 正面 的 概 
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49 那 一 晚 在 蒙特 卡 洛 发 生 了 什么 ? 错误 的 信念 和 概率 游戏 


率 112， 乘 以 第 二 次 抛 出 正面 的 概率 112， 再 乘 以 第 三 次 抛 出 正面 的 概率 
1/2。 也 就 是 说 ， 连 续 获得 三 个 正面 的 概率 是 118。 我 想 正 是 出 于 这 个 原 
因 ， 第 三 轮 有 人 很 想 投 注 ， 因 为 他 们 认为 得 到 这 个 结果 的 概率 不 多 不 少 
是 7/8。 所 以 来 吧 ! 





我 总 结 并 重复 一 这 : 在 抛 便 币 时 ， 抛 出 正面 的 概率 是 112， 不 管 扔 
多 少 次 ， 永 远 如 此 ; 连续 抛 出 半 个 正面 的 概率 是 1 除 以 2 的 n 次 方 。 当 
然 ， 前 提 是 便 币 没有 被 做 过 于 脚 。 这 就 是 为 什么 ， 如 果 有 人 连续 抛 10 
次 便 币 ，10 次 和 都 抛 出 正面 ， 接 下 来 一 次 我 还 会 押 正 面 。 为 什么 ? 因为 
连续 扔 出 10 次 正面 的 概率 是 /11024， 非 - 常 -小 。 有 什么 东西 让 我 怀 
疑 这 个 硬币 不 太 清 日 …… 


如 条 我 们 怀疑 便 币 不 太 均 衡 ， 想 要 公平 的 抽签 ， 我 们 该 怎么 办 ? 比 
如 ， 我 们 使 用 1 欧元 的 便 币 ， 扔 出 正面 的 概率 为 56%， 比 扔 出 反面 的 概 
率 更 大 ”。 没 问题 , 我 们 这 样 做 : 连续 扔 两 次 硬币 , 然后 两 个 玩家 在 “下 
面 、 反 面 *( 先 正 后 反 〉 和 “反面 、 正 面 ”〈 先 反 后 正 ) 之 间 挑 一 个 。 如 
条 扔 出 “正面 、 正 面 ” 或 “反面 、 反 面 ”， 玩 家 就 再 扔 一 次 。 但 是 ， 使 
用 这 种 方法 ， 无 论 便 币 是 否 被 做 过 于 脚 ,“ 正 面 、 反 面 ” 和 “反面 、 正 
面 ”的 概率 都 相同 ， 而 且 所 有 人 都 应 该 同意 这 一 点 。 





买 彩 票 的 为 一 个 错误 信念 关于 抽 到 的 和 没有 抽 到 的 数字 。 所 有 数字 
出 现 的 概率 都 一 样 ， 这 很 容易 解释 。 但 是 ， 不 开玩笑 ， 在 今天 ， 让 彩票 
行 ， 比 如 马德里 著名 的 “ 玛 诡 丽 塔 夫 人 ”彩票 行 前 排 起 长 队 的 诬 误 引起 
了 我 的 注意 。 











让 我 们 想 一 想 ， 不 管 是 在 这 一 家 灭 ， 还 是 在 那 一 家 灭 ， 你 能 够 抓 到 
“大 胖子 ”的 概率 是 一 样 的 《几乎 为 0)。 那 些 著 名 的 彩票 行 义 是 怎么 回 
事 呢 ? 那 是 因为 ， 它 们 卖 掉 了 几乎 全 部 《即使 不 是 全 部 ) 彩票 号 码 的 十 





(1) Debora MacKenzie, Euro coin accused of unfair flipping, New Scientist, 2002.1.4. 
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这 就 是 这 些 商 家 如 此 有 可 能 售 出 大 奖 的 原因 。 但 是 ， 无 论 你 在 何 处 
购买 ， 你 赢得 大 奖 的 概率 都 是 1/1100 000。 对 博彩 业 来 说 ， 赢 家 是 卖 彩 
票 的 ， 特 别 是 组 织 彩 票 的 ， 而 绝 不 是 你 我 镇 上 那些 退休 老人 。 





ea We ee 但 可 以 肯定 的 
人 担忧 的 是 ， 不 we ) 配 和 学、 ee 
业 机 会 。 


这 些 是 美国 人 约 萌 ' 艾 伦 :保罗 斯 所 谓 的 “ 数 育 ”人 (缺乏 数学 基础 知 
识 或 数学 系 养 ) 市 来 的 后 朱 ， 这 些 后 末 尤 为 严重 。 相 信 我 ， 尤 其 是 在 江 
湖 医 生 或 是 在 银行 家 面前 ， 数 育 比 文 育 更 危险 。 
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美国 中 央 情 报 局 和 美国 国家 安全 局 前 技术 员 使 用 素数 生成 


安 
的 冤 钥 以 非 对 称 加 均 技 术 进 行 秘 禾 通信 。 
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> 和 觉得， 一 个 人 不 管 从事 什 么 工作 ， 午 无 可 避免 地 会 有 点 令 人 疲惫 、 
烦躁 的 不 便 之 处 。 对 我 来 说 ， 虽 小 却 烦人 的 不 便 之 一 就 是 得 不 断 
回答 “数学 有 蛤 用 ? ”这 个 问题 (有 时 提问 者 还 插入 一 些 粗 俗 的 感叹 
词 )， 我 想 对 于 大 多 数 数学 家 来 说 也 是 这 样 。 或 者 比方 说 :“ 你 这 么 喜欢 
的 那些 素数 都 是 喻 ? ”第 二 个 问题 通 稼 还 伴随 春 一 句 对 这 些 投 号 于 高 贯 
的 数 等 艺术 的 人 到 底 有 多 古怪 的 终极 确认 。 


好 了 吧 ， 这 回 轮 到 斯 话 登 、 美 国 国家 安全 局 和 他 们 的 阴谋 来 “ 救 ” 我 
们 了 。 当 他 们 的 丑闻 曝光 时 ， 报 纸 头 版 的 例子 就 带 我 们 回答 了 这 些 问 
题 : 数 和 学， 特别 是 素数 ， 和 是 应 用 于 加 密 消 息 的 密码 学 的 基础 。 


在 谈 到 素数 时 ， 我 们 指 的 是 那些 大 于 1 的 自然 数 〈 数 数 用 到 的 数 ) 
中 只 能 被 自身 和 1 整除 的 数 ， 比 如 2 和 3， 但 4 不 是 素数 ， 因 为 它 还 可 
以 被 2 整除 ( 商 中 没有 小 数 )。 许 多 世纪 以 来 ， 素数 对 数学 家 的 吸引 力 
是 毋庸 置疑 的 。 古 希腊 的 欧 几 里 得 发 现 了 素数 的 美丽 ， 并 证 明 它 们 有 无 
限 多 个 。 直 到 近来 ， 人 们 又 谈 起 弱 哥 德 巴赫 猜想 的 证 明 ， 确 认 了 任何 大 
于 5 的 奇数 都 可 以 表示 为 3 个 系数 的 和 。 例 如 ，15=3+5+7。 









































是 的 ， 这 个 猜想 除了 对 数论 十 分 重要 之 外 ， 还 可 以 让 你 试 大 把 奇数 
分 解 成 素数 目 娱 目 乐 一 个 ， 或 是 娱乐 他 人 。 从 这 个 意义 上 说 ， 使 用 埃 拉 
托 斯 特 尼 科 法 计算 小 于 给 定 目 然 数 YX 的 系数 也 很 有 趣 。 有 意思 还 不 要 
钱 ， 要 我 说 ， 值 得 一 试 哦 。 

有 人 会 说 : 它们 很 好 、 很 总 亮 ， 但 这 些 素 数 有 什么 用 呢 ? 前 面 提 到 
过 了 ， 比 如 ， 素 数 可 以 用 于 加 密 消 息 、 密 码 学 ， 目 的 是 保护 通过 电子 邮 
件 发 送 的 信息 。 下 面 你 就 知道 我 在 说 什么 了 。 


当时 在 西班牙 报纸 头条 上 ， 除 了 可 以 看 到 当地 官员 涉嫌 腐败 的 于 
闻 之 外 ， 还 可 以 跟踪 斯 诺 登 案 。 爱 德 华 . 斯 话 登 使 用 创建 于 2004 年 的 
lavabit.com 邮件 服务 的 账户 edsnowden@lavabit.com， 作 为 比 Gmail 更 安 
全 的 邮件 加 密 符 代 方 案 来 通信 。 
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现在 ， 我 们 的 素数 就 出 场 了 。Lavabit 用 于 确保 其 消息 私密 的 加 密 
机 制 之 一 是 非 对 称 密码 ， 其 中 素数 起 了 很 大 作用 。 你 是 否 知 道 它 们 表现 
得 很 好 ? 安全 机 构 无 法 破 详 这 些 消息 ， 目 然 ， 美 国政 府 也 不 得 不 关闭 这 
个 安全 的 邮件 服务 。 这 也 很 正常 …… 


' 国 国 :图 。 国 :。， 

加?2 国 ?4 575 亲 
212 国 2 25202728 国 2 
国 32 3333535 国 3 3 和 0 
41 42 43) 44 45 46 [27| 48 49 50 
51 52 1853 54 55 56 57 58 |59 60 
61 62 63 64 65 66 |67| 68 69 70 
国 二 国 直 737w77 国 0 
81 82 |83 84 85 86 87 88 |89] 90 


91 92 93 94 95 96 7] 98 99 100 


不 深入 太 多 细节 的 话 ， 我 会 说 非 对 称 密码 的 魅力 在 于 ， 它 运用 了 
一 对 互 为 逆 运 算 的 数学 运算 ， 其 中 一 个 运算 非常 人 简单， 而 男 一 个 非常 复 

。 例 如 ， 把 两 个 系数 相 乘 是 一 个 非常 简单 的 运算 ; 然而 ， 如 果 你 给 出 

个 数 ， 我 们 知道 它 是 两 个 素数 的 积 ， 要 给 这 个 数 分 解 因子 ， 找 出 隐藏 
在 Pe 的 两 个 率 数 却 是 非常 复杂 的 操作 一 一 复杂 到 哪 介 用 现 有 最 强大 的 
计算 机 也 需要 大 量 的 计算 时 间 。 


如 果 我 们 有 999 809 和 404 081， 两 个 数 都 是 素数 ， 求 二 者 的 乘积 
非常 简单 。 但 如 果 给 的 是 404 003 820 529， 为 了 破译 密 钥 需要 将 这 个 数 
字 分 解 为 两 个 素数 的 乘积 的 话 ， 原 则 上 我 们 需要 尝试 所 有 的 素数 ， 直 到 
找到 第 一 个 能 够 整除 它 的 数 〈 在 这 里 是 404 081)。 
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里 然 计 算 机 可 以 很 快 检查 一 个 系数 是 否 能 够 整除 一 个 给 定 的 数 子 ， 
但 我 们 必须 答 试 很 多 很 多 素数。 因此 这 种 又 力 搜索 要 人 花 很 长 很 长 时 间 。 
当然 ， 在 实践 中 ， 建 议 选 择 非常 大 的 素数 ， 计 这 个 乘积 也 非常 大 (为 了 
更 加 安全 ， 建 议 这 个 积 超过 600 位 数字 ， 而 不 是 我 们 设 定 的 11 位 数字 ) 
等 ， 而 这 就 更 难 分 解 了 。 


像 这 样 的 数字 : 





25195908475657893494027183240048398S71429282126204032027 
77713783604366202070759S5556264018525358807844069182906412495S15 
082189298559149176184502808489120072844992687392807287776735 
97141834727026189637501497182469116507761337985909S7000973304 
5974880842840179742910064245869181719S118746121S1S31726546322 
82216869987549182422433637259085S51418654620433767984233871847 
744479207399342365848238242811981638150106748104S5166037730605 
62016196762561338441436038339044149526344321901146S7544453417 
8424020924616S51S7233S5077870774981712S377246796292638635637328 
99121548314381678998850404453640235273819S137863656439121201 
0397122822120720337 


当然 ， 这 是 个 很 粗略 的 说 法 。 我 们 可 以 说 ， 在 非 对 称 密码 学 中 ， 如 
末 我 们 知道 某 人 选择 的 两 个 系数 的 习 积 ， 我 们 就 可 以 癌 他 发 送 一 条 消 
娠 ; 但 要 解读 它 ， 殊 必须 知道 这 两 个 素数 是 什么 ， 而 这 是 一 件 非常 复杂 
的 事情 。 
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